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Введение

Важнейшие теоремы, доказанные в курсе 8 класса (кроме тео
ремы синусов), были известны еще в Древней Греции. И дока
зывали мы их традиционными методами элементарной геомет
рии, созданными тоже в Древней Греции, но не утратившими 
и сейчас своего значения. В курсе 9 класса мы начнем расска
зывать о других методах геометрии, созданных значительно по
зднее, в XVII—XX вв .,— координатном, векторном и методе гео
метрических преобразований. Эти разделы геометрии нашли 
широкое применение в технике и естественных науках, прежде 
всего в физике. Основное содержание глав учебника — планиме
трическое, а о соответствующем стереометрическом материале 
мы рассказываем в дополнениях к главам.
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Глава IV

Векторы и 
координаты

•  § 18. Векторы
18.1. Понятие вектора

Известные вам величины могут быть двух ви
дов. Есть величины, которые вполне определяют
ся своими численными значениями (при данных 
единицах измерения): например, длина, пло
щадь, масса. Такие величины называются ска
лярными величинами или, короче, скалярами.

Но есть и такие величины, которые задают
ся не только своими численными значениями, 
но и направлениями: например, скорость, сила.

Так, часто недостаточно знать, что скорость 
автомобиля равна 50 км /ч , надо еще знать, в 
каком направлении едет этот автомобиль.

Величины, которые характеризуются не толь
ко численным значением, но и направлением, 
называются векторными величинами или, коро
че, векторами.

Численное значение вектора называется его 
модулем.

Для обозначения векторов употребляются 
стрелки: а , V. Эти обозначения читаются так:
«вектор а»; «вектор о». Для модулей векторов 
употребляется тот же знак, что и для модулей 
чисел: |а |,  |о|.

18.2. Направленные отрезки
Простейший пример векторной величины 

представляет перемещение. Перемещение харак
теризуется расстоянием и направлением. Если 
тело переместилось из точки А  в точку В,  то это
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а
перемещение естественно изобразить отрезком,
направленным из точки А в точку В (рис. 1 ) . _________________

Так появляется направленный отрезок. У на- А В
правленного отрезка указан порядок концов:
первый конец считается «началом», второй — д  ^
«концом». Рисуют направленные отрезки всегда 
со стрелкой на конце. Обозначают направ
ленный отрезок с началом А  и концом В 
так: АВ.

И так, вектор — перемещение из точки А 
в точку В — мы изобразили направленным от
резком АВ. Направленными отрезками изобра
жают и другие векторы: например, в физике си
лу, скорость (рис. 2).

Векторами называют и сами направленные 
отрезки. Это не совсем точно: предмет и его изоб
ражение не одно и то же. Но в обыденной ре
чи, показывая, например, слона на фотографии, 
говорят: «Это слон» — и никто не говорит: «Это 
изображение слона». Так и в геометрии с векто
рами: рисуя направленный отрезок, говорят, 
что «это вектор», хотя это только изображение 
вектора.

Если направленный отрезок АВ изображает 
вектор а, то пишем АВ = а и про направленный 
отрезок АВ Говорим: «Вектор АВ равен вектору 
а». Модуль вектора а — это длина направленно
го отрезка АВ, или, что то же самое, длина от
резка АВ. Поэтому в геометрии модуль вектора 
называется такж е длиной вектора.

О направленных отрезках мы будем гово
рить, как и об обычных отрезках, что они ле
жат на прямой, или взаимно перпендикулярны, 
или перпендикулярны некоторой прямой, или

Рис. 2
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Рис. 3

параллельны друг другу, или параллельны не
которой прямой и т. п.

Мы говорим, что «вектор лежит на прямой», 
если изображающий его направленный отрезок 
лежит на этой прямой.

Два вектора называют коллинеарными, если 
изображающие их направленные отрезки парал
лельны или лежат на одной прямой (рис. 3). 
Коллинеарность векторов а и Ъ обозначают так: 
а II Ъ.

Говорят, что векторы взаимно перпендику
лярны, если изображающие их направленные 
отрезки взаимно перпендикулярны. Перпенди
кулярность векторов а и Ь обозначают так: 
а Л. Ь .

Наконец, мы говорим, что вектор V перпен
дикулярен (параллелен) прямой а, если изобра
жающий его направленный отрезок перпендику
лярен (параллелен) прямой а, и пишем: о ± .а  
(V || а).

Рис. 4

18.3. Сонаправленные отрезки 
и векторы

Когда говорят, что корабли или самолеты 
идут в одном направлении, то имеют в виду, что 
они следуют друг за другом или идут параллель
ными курсами. Так и о векторах говорят, что 
они одинаково направлены или, короче, сона- 
правлены, если они коллинеарны и направлены 
в одну сторону (рис. 4, а). При этом мы счита
ем, что коллинеарные векторы АВ  и СП сона- 
правлены, если лучи АВ  и СП лежат по одну 
сторону от некоторой непараллельной им пря
мой, т. е. в одной полуплоскости, ограниченной 
этой прямой (рис. 4, б).
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Рис. 5 Рис. 6 Рис. 7

Ясно, что эту прямую можно выбрать пер
пендикулярной лучам АВ  и СВ (рис. 5). И спра
ведлив п е р в ы й  п р и з н а к  с о н а п р а в л е н н о -  
с т и  в е к т о р о в :  векторы АВ  и СВ сонаправле- 
ны, если найдется такая прямая а, что, во-пер
вых, они перпендикулярны этой прямой и, во- 
вторых, лучи А В  и СВ лежат по одну сторону 
от этой прямой.

Действительно, поскольку АВ В а и СВ А. а, 
то векторы АВ  и СВ коллинеарны (так как пря
мые АВ  и СВ перпендикулярны одной прямой).
А второе условие и означает сонаправленность
векторов АВ  и С В . ■

Сонаправленность векторов а и Ь обозначают 
так: а Т]Ь. Если векторы а и Ь коллинеарны, но 
не сонаправлены, то говорят, что они направле
ны противоположно и пишут а [] Ь (рис. 6) или 
а]{Ь.

Следующая теорема тоже является призна
ком сонаправленности.

Теорема 23 (второй признак сонаправленно
сти векторов ).

Два вектора, сонаправленные с третьим век
тором, сонаправлены.

Доказательство. Пусть векторы АВ и СВ со- 
направлены с вектором М Й  (рис. 7). Докажем, 
что А В  \ \ С В .  Так как АВ  то найдется
такая перпендикулярная им прямая а, от кото
рой лучи АВ  и М И  лежат по одну сторону. Точ
но так же для векторов СВ и М Й  найдется пер
пендикулярная им прямая Ь, от которой лучи СВ
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и МЛГ лежат по одну сторону. Если прямые а 
и 6 не совпадают, то они параллельны (как пер
пендикулярные одной и той же прямой ММ). 
Тогда из двух полуплоскостей, которые ограни
чены прямыми а и Ь и содержат луч МЫ,  одна 
содержит другую. Будем считать, что это полу
плоскость, ограниченная прямой а. Эта полу
плоскость содержит лучи АВ, СИ, ММ.  Тем са
мым выполнено второе условие первого призна
ка сонаправленности. Кроме того, выполнено 
и первое условие, так как векторы АВ  и СБ 
перпендикулярны прямой а. Поэтому АВ Ц С П . ■ 

О сонаправленных векторах говорят, что у 
них одно и то же направление.

18.4. Равенство векторов
Векторы называются равными, если их дли

ны равны и они сонаправлены (рис. 8, а).
Обратите внимание, что векторы, имеющие 

равные длины, но разные направления, не рав
ны (рис. 8, б).

Для равенства векторных величин выполня
ются следующие основные свойства равенства 
величин:

1. Каждый вектор равен самому себе.
2. Если  вектор а равен вектору Ъ, то Ь ра

вен а.
3. Д ва вектора, равные третьему вектору, 

равны.
Первые два свойства вытекают, очевидно, из 

определения равенства векторов. Докажем тре
тье свойство (его считают п е р в ы м  п р и з н а 
к о м  р а в е н с т в а  в е к т о р о в ) .

Пусть а =Ь и с =Ъ. Тогда |а | = |Ь| и а } } Ь ,  
а также |с | = |&| и с \ \ Ъ .  Из равенства модулей

Рис. 8
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следует, что |а | = |с|. А из теоремы 23 о сонаправ- 
ленности векторов вытекает, что а \ \ с . Поэтому 
а = с .  ■

Представлять себе равные векторы АВ и СП, 
не лежащ ие на одной прямой, удобно как оди
наково направленные противоположные сторо
ны параллелограмма АВПС (рис. 9). (Объясни
те, почему АВПС — параллелограмм.)

Обратное утверждение является в т о р ы м  
п р и з н а к о м  р а в е н с т в а  в е к т о р о в :  если
четырехугольник АВБС  — параллелограмм, то
АВ = С П .

Действительно, АВ = СП и АВ  || СП. Кроме то
го, лучи АВ  и СП лежат по одну сторону от пря
мой АС. Поэтому АВ и СП сонаправлены. Зна
чит, АВ = СП . ■

Обе пары противоположных сторон паралле
лограмма рассматриваются еще в одном, уже 
т р е т ь е м ,  п р и з н а к е  р а в е н с т в а  в е к т о р о в .  
Этот признак справедлив и для векторов, леж а
щих на одной прямой. Сформулируем его в ви
де следующей теоремы:

Теорема 24.

Если АВ = СП, то АС = ВО (рис. 10).

Доказательство. Пусть даны равные векторы АВ
и СП. Если они не лежат на одной прямой, то 
согласно доказанному АВПС — параллелограмм 
(рис. 10, а). И по второму признаку равенства
векторов АС = ВГ).

Пусть теперь АВ и СП лежат на одной пря
мой (рис. 10, б). Введем на этой прямой коорди
нату х,  и пусть числа хА, х в, х с, х в —^координа
ты точек А, В, С, П. Тогда условие АВ =СП для 
этих координат означает, что выполнено равен
ство

х в - х А = х в - х с (1)
(равенство модулей чисел х в - х А и х в - х с означа
ет, что А В ^ С Ъ ,  а совпадение их знаков — что
АВ И СП). Но из (1) следует

х с- х А = х в - х в, (2)

а это и означает, что АС =В П . ■

б)

Рис. 10
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18.5. Откладывание вектора, равного 
данному

Вектор, равный данному, можно изобразить 
направленным отрезком с началом в любой точ
ке плоскости. Отложить от данной точки век
тор, равный данному,— значит построить на
правленный отрезок с началом в этой точке, 
изображающий данный вектор. На рисунке 11 
от точки А  отложен вектор А В , равный вектору а.

Теорема 25 ( об откладывании вектора).

От любой точки можно отложить вектор, 
равный данному, и притом только один.

ьВ

Доказательство. Пусть даны вектор а = А В  и 
точка С, от которой надо отложить вектор, рав
ный а . Возможны два случая:

1. Точка С не лежит на прямой АВ  (общий 
случай).

2. Точка С лежит на прямой АВ  (частный 
случай).

В первом случае построим параллелограмм 
АВЛС (рис. 12, а). Получим вектор С Б = А В .

Во втором случае на прямой АВ  от точки С 
в нужном направлении откладываем направлен
ный отрезок СИ =АВ  (рис. 12, б).

В обоих случаях строится единственная точ
ка И. ■

18.6. Нулевой вектор
Будем, как и прежде, говорить, что вектор 

АВ  изображает перемещение из точки А  в точ
ку В.  Каким вектором изобразить частный слу
чай перемещения — покой, т. е. «перемещение» 
из точки А в ту же точку А? Чтобы изобразить 
такое «стояние на месте», надо ввести нулевой 
вектор. По определению модуль нулевого векто
ра равен нулю, а направления он не имеет. Ну
левой вектор короче называют также нуль-век- 
тором и обозначают: б.

Изображается нулевой вектор любой точкой, 
которая рассматривается как  начало и конец

Рис. 11
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этого вектора. Считается, что нуль-вектор па
раллелен и перпендикулярен любой прямой 
(любому вектору).

Если вектор А В  окаж ется нуль-вектором, 
то его начало А  и конец В  — это одна и та же 
точка.

Доказанные теоремы 24 и 25 верны и для 
нуль-вектора.

После того как появился нуль-вектор, уже 
нельзя сказать, что каждый вектор изображает
ся направленным отрезком (каждый, кроме ну
левого). Подчеркнем, что сонаправленность оп
ределена только для ненулевых векторов и тео
рема 23 о сонаправленных векторах верна лишь 
для ненулевых векторов.

В дальнейшем при доказательствах теорем 
случай нуль-вектора обычно будет оговаривать
ся особо.

Вопросы
1. В чем отличие векторной величины от скалярной?
2. Приведите примеры скалярных и векторных величин.
3. Какие вы знаете признаки сонаправленных векторов?
4. Какие вы знаете признаки равенства векторов?
5. Что вы знаете о нуль-векторе?
6. Можно ли утверждать, что два вектора, коллинеарные треть

ему вектору, коллинеарны?

Задачи к § 18
< • >  Смотрим

Пусть АВСП — параллелограмм и точка О — точка пересечения 
его диагоналей. Рассмотрим векторы, начала и концы которых 
лежат в вершинах параллелограмма, а такж е в точке О. а) Ка
кие векторы лежат на прямой ВП? б) Какие векторы параллель
ны прямой АП? в) Какие векторы коллинеарны АВ  ? г) Какой 
вектор равен СВ, СО?
Пусть АВСП — прямоугольник. Рассматриваются векторы, за 
данные его сторонами. У каж ите на этом рисунке: а) колли
неарные векторы; б) перпендикулярные векторы; в) равные век
торы.

1 1



№ Доказываем

Нарисуйте прямую р и вектор а,  не параллельный прямой р.
а) От двух разных точек А х и А 2 прямой р  отложите два векто
ра А ХВ Х и А 2В 2, равные а.  Объясните, почему прямые А ХВ Х и А 2В 2 
образуют с р  равные углы. Почему В ХВ 2 =А ХА2? б) Отложите от 
двух точек А, и А 2 векторы А ХСХ и А 2С2, сонаправленные с век
тором а. Почему прямые А ХСХ и А 2С2 образуют с р равные углы?
в) Верно ли это утверждение, если А ХСХ И а,  то А 2С2 | | а ?

Строим
Отметьте две точки А  и В. Найдите такую точку X,  что: а) А Х = Х В ;
б) А Х = В Х ; в) Х А  — Х В .

Л  Рассуждаем

Что следует из условий: а) А В = б; б) АВ = ВА;  в) а Ир и а ± р ,  где 
р  — некоторая прямая; г) а || Ь и а ± Ь ?

Выходим в пространство

Составьте и решите задачу, аналогичную задаче 18.1, для парал
лелепипеда.
Составьте и решите задачу, аналогичную задаче 18.2, для пря
моугольного параллелепипеда.

§ 19. Сложение векторов
19.1. Правило треугольника. 
Определение сложения векторов

Если тело переместить из точки А в точку В, 
а потом из точки В в точку С, то его суммарное 
перемещение из А в С представляется вектором
АС (рис. 13, а). Так складывают векторы АВ  и В С :

АВ + ВС =АС . (1)
В рассмотренном случае конец первого век

тора АВ  является началом второго вектора В С .
В общем же случае векторы а и Ь складывают-

1 2



Рис. 13

ся так. Откладывают от какой-либо точки А 
вектор А В , равный вектору а (рис. 13, б). По
том от точки В откладывают вектор ВС,  равный 
вектору Ъ. Тогда вектор АС является суммой 
векторов а и Ь:

а + Ь=АВ + ВС =АС . (2)
Это правило получения суммы двух векторов а

и Ь называется правилом треугольника (потому
что если векторы АВ  и ВС  не лежат на одной 
прямой, то точки А, В, С — вершины треуголь
ника АВС).

И так, можно сформулировать определение:
Суммой двух векторов называется вектор, 

построенный по правилу треугольника.

Сумму данных векторов а и Ъ мы строили, 
откладывая ее от данной точки. А что будет, ес
ли взять другую точку? Оказывается, что сумма 
получится равной прежней. А именно если от
ложить от точки А! тот же вектор а,  т. е. 
А1В1 = а,  а затем от точки В х отложить вектор Ь, 
т. е. В]С, = Ь , то сумма А ,В | -|-В1С1 =А 1С1 будет 
равна вектору АС , полученному в равенстве (2), 
т. е. А 1С1=АС (рис. 13, в).

Докажем это. Так к ак А }В Х= А В , то по теоре
ме 24 имеем АА, = В В г. Аналогично из равенст
ва В1С1 = ВС следует равенство ВВ, =СС 1 . Поэто
му А А 1 = ССг . Но из этого равенства (по той же 
теореме 24) следует, что А^СХ = А С . ■
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19.2. Правило параллелограмма
Правило треугольника естественно применя

ется при последовательных перемещениях тела: 
сначала перемещение А В , затем В С , а в сумме
получаем АС.  А  если тело одновременно испы
тывает два перемещения? Например, человек, 
идущий по палубе плывущего корабля (рис. 14, а), 
или лодка, пересекающая реку (рис. 14, б): пе
ремещение лодки слагается из перемещений по
перек реки и по течению реки.

Каждое из этих слагаемых перемещений (за 
один и тот же промежуток времени) изобразим 
вектором, отложенным от точки А,  т. е. АВ = а 
и АЛ = Ъ (рис. 15). Рассматриваем лишь случай, 
когда векторы а и Ъ неколлинеарны. Тогда сум
марное перемещение изобразится диагональю АС 
параллелограмма АВСВ, построенного на векто
рах АВ = а и АП = Ь.

Убедимся, что вектор АС будет суммой век
торов а и Ь, построенной по правилу треуголь
ника. Действительно, так как АВСЪ  — парал
лелограмм, то В С =А О . Поэтому ВС = Ъ. По 
правилу треугольника А С = А В + В С , т. е. 
АС = а+Ь. ш

Мы доказали правило параллелограмма: ес
ли  векторы неколлинеарны, то их сумма пред
ставляется диагональю построенного на них  
параллелограмма.

а) б)

Рис. 14 Рис. 15



19.3. Свойства сложения векторов
Интересно, что у операции сложения векто

ров те же свойства, что и у операции сложения 
чисел.

1. Для любых векторов а и Ъ

о + Ь  = Ь + л (3)
( п е р е м е с т и т е л ь н ы й  з а к о н ,  и л и  к о м м у 
т а т и в н о с т ь  с л о ж е н и я ) .

Доказательство. Возможны два случая:
1) Векторы а и Ь неколлинеарны. Тогда от

ложим их от точки А: А В  = а,  А Б  = Ь — и пост
роим на них параллелограмм АВСП (рис. 15).
Поскольку АВ + ВС = А С , АВ + Б С = А С , АВ = ПС = а 
и ВС=А1) = Ъ, то имеет место равенство (3).

2) Векторы а и Ь коллинеарны. Тогда век
торы АВ = а и ВС = Ь лежат на одной прямой 
(рис. 16). На той же прямой лежат векторы
А В 1 = Ь и  В ^ С ^ а .  Надо доказать, что точки С и 
Сх совпадают.

Если а | |  Ъ, то это следует из сложения от
резков (рис. 16, а), а если а Ц Ь , то — из вычи
тания отрезков (рис. 16, б). Подробное доказа
тельство проведите самостоятельно. ■

2. Для любых векторов а, Ь, с

(а+Ъ)+с =а+(Ь+ с) (4)
( с о ч е т а т е л ь н ы й  з а к о н ,  и л и  а с с о ц и а 
т и в н о с т ь  с л о ж е н и я ) .

Доказательство. Отложим от точки А  вектор
А В  = а, затем от точки В вектор ВС = Ь, а потом от
точки С вектор СП = с (рис. 17). Тогда

(а + Ь )+ё=(А В  + ВС) + СО=АС +  С В = А Б .
С другой стороны, 

а + (Ь + с ) = А В  + (ВС + СО)=АВ + в В = А З .
Итак, (а + Ъ) + с = а + (Ь+с) . ■
Пользуясь этим законом для трех век

торов, можно как  угодно группировать 
слагаемые при любом их числе, т. е. за-

Рис. 16
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ключать их в скобки любым образом. Поэтому 
сумму векторов пишут, никак не объединяя сла
гаемые скобками:

а + Ь + с ,  а + Ь + с+3.  и т. д.
Из сочетательного и переместительного зако

нов следует, что, складывая любое число векто
ров, можно как  угодно переставлять и группи
ровать слагаемые. Это значительно облегчает 
сложение, когда слагаемых больше двух (как и 
при сложении чисел).

Чтобы сложить несколько векторов, напри
мер векторы а,  Ь, с, й ,  удобно построить век
торную ломаную (рис. 18, а). Эта ломаная со
стоит из_направленных отрезков АВ = а,  ВС = Ь,
СО —с, ОЕ — й.  Вектор А Е , идущий из начала 
ломаной АВСБЕ  в ее конец, и является суммой:

АЕ  = и 4- Ь 4* с + (I.
Вообще при любом расположении точек А 1у

А г, ..., А п верно равенство А 1А 2+ А 2А3+ ... +
+Ап_1А п= А 1А п. Назовем его правилом цепочки.
Если ломаная получилась замкнутой, то сумма 
векторов равна нуль-вектору (рис. 18, б).

Отметим еще одно очевидное свойство нуль- 
вектора:

3. Для любого вектора а выполняется ра
венство: а + 0 = а.

19.4. Вычитание векторов
Вычитание векторов, как  и вычитание чи

сел,— это действие, обратное сложению. Поэто
му разностью двух векторов а и & называется

Рис. 18
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такой вектор с, который в сумме с вектором Ъ 
дает вектор а,  т. е. с+Ь=а.  Обозначается раз
ность векторов а и Ь так же, как разность чисел:

с = а - Ь .

Разность двух данных векторов а и Ь можно 
построить так. Отложим от какой-либо точки О 
данные векторы а и Ь. Получим ОА = а и ОВ = Ь 
(рис. 19). Тогда вектор ВА  и будет разностью 
а-Ь ,  поскольку ОА = ОВ + В А . Поэтому можно 
написать:

с = ВА= ОА -  ОВ = а - Ь . (5)
^(Запомните, что стрелку разности векторов а 

и Ь, отложенных от одной точки, рисуют у век
тора а!)

19.5. Противоположный вектор
Два ненулевых вектора называются противо

положными, если их длины равны и они на
правлены противоположно (рис. 20). Каждый 
из таких двух векторов называется противопо
ложным другому.

Нуль-вектор считается противоположным 
самому себе.

Вектор, противоположный вектору а,  обозна
чается - а  (и читается: «минус а»).

Если  сложить противоположные векторы 
(по правилу треугольника), то в сумме полу
чится нуль-вектор, т. е.

д + ( - д )  = б. (6)

Действительно, пусть вектор а = А В  изоб
ражает перемещение из точки А  в точку В 
(рис. 20, б). Отложив от точки В  вектор -  а,  мы 
должны переместиться по лучу ВА  из точки В 
на расстояние, равное АВ,  т. е. вернуться в точ
ку А.  Итак, если а = А В ,  то - а  = ВА  и а + ( -  а)=
—А В  + В А = А А = б . я

Верно и обратное утверждение: если сумма 
двух векторов равна нуль-вектору, то они про
тивоположны.  Действительно, в этом случае

а)

-д

б) а
-а 

Рис. 20

-  В

2 Геометрия, 9 кл. 17



длины векторов равны и они направлены проти
воположно.

Вычитание векторов можно свести к сложе
нию. А именно, чтобы, из вектора а вычесть 
вектор Ь, можно к вектору а прибавить век
тор -  Ь, т. е.

а - Ь = а  + ( - Ь ) . (7)
Действительно, пусть как и в равенстве (5), 

с=ВА = ОА -  ОВ = а - Ь  (см. рис. 19). По правилу тре
угольника ВА = ВО + ОА.  Кроме того, ВО = - О В  = 
=-Ь. Поэтому а - Ь = В А  = ВО + О А  = О А+ВО = О А  + 
+ ( - ОВ) = а + ( -  Ь), что и утверждает равенство (7). ■ 

Мы можем теперь переносить вектор из од
ной части равенства в другую, изменяя его 
знак, т. е. заменяя его на_ противоположный 
вектор: _из равенства с + Ь = а следует, что 
с = а + (-Ь ).

19.6. Разложение вектора 
на составляющие

Самолет взлетел, его перемещение слагается 
из двух составляющих: по горизонтали и по вер
тикали (рис. 21). Допустим, сместившись по го
ризонтали на 100 км, он набрал высоту 10 км. 
Горизонтальная составляющая его перемещения 
равна 100 км, вертикальная — 10 км. Это со
ставляющие вектора перемещения самолета.
Сам вектор перемещения является их суммой.

Определение.
Составляющими данного вектора называются 

векторы, дающие в сумме этот вектор.

Говорят, что вектор разложен на составляю
щие.

Теорема 26 (о разложении вектора на со
ставляющие).

Пусть заданы две пересекающиеся прямые.
Каждый вектор можно разложить на составляю
щие, лежащие на этих прямых.

Рис. 21
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Доказательство. Пусть даны две прямые а и Ь, 
пересекающиеся в точке О, и вектор д. Отложим
вектор V от точки О. Получим б — ОУ (рис. 22, а).
В общем случае вектор ОУ не лежит ни на одной 
из данных прямых. Тогда проведем через точку 
V параллельные им прямые. Вместе с прямыми 
а и Ь они ограничат параллелограмм ОАУВ с ди
агональю ОУ. По правилу параллелограмма
ОУ=ОА+ОВ.  Векторы ОА и ОВ и есть составля
ющие вектора о, лежащие на прямых а и Ь. 
(В дальнейшем говорим короче: составляющие по 
прямым а и Ь.)

Если вектор ОУ лежит на одной из прямых а 
или Ь, то его составляющая по этой прямой — 
это он сам. А по другой прямой его составляю
щая равна нуль-вектору. ■

Особенно важный случай представляет разло
жение на составляющие по взаимно перпендику
лярным прямым. Тогда параллелограмм с диаго
налью ОУ — это прямоугольник, а его сторо
ны — это проекции отрезка ОУ на прямые а и Ь 
(рис. 22, б).

Вопросы
1. В каком случае складывают векторы по правилу треугольника? 

А в каком — по правилу параллелограмма?
2. Какие вы знаете свойства сложения векторов?
3. Какой вектор называется разностью двух векторов?
4. Какие два вектора называются противоположными?
5. Какими способами можно получить разность двух векторов?
6. Как разложить вектор по двум пересекающимся прямым?

Задачи к § 19

©  Разбираемся в решении

4ЕК К И ] На сторонах треугольника АВС построены параллелограммы 
АКЬВ, ВМЫС, СРОА (порядок обхода вершин этих параллелограм
мов один и тот же). Можно ли составить треугольник из отрезков: 
а) ЬМ,  АГР, ОК; б) ЬР, МО, ЫК2

Решение. Из трех отрезков можно составить треугольник тогда 
и только тогда, когда сумма любых двух из них больше третьего.
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Можно ограничиться тем условием, что 
наибольший из них меньше суммы двух 
других (?).

В этой задаче параллелограммы произ
вольны, могут даже не лежать в одной 
плоскости (все три), а потому неясно, как 
сравнивать длины этих отрезков.

Переформулируем эту задачу на век
торном языке. Прежде всего заметим, что 
для любого треугольника АВС справедли
во равенство АВ +ВС +СА = 0 . Верно и об
ратное: если три вектора а, Ь и с в сум
ме дают 0, то из них можно составить 

треугольник. (При этом необходимо, чтобы все они были ненуле
выми и вообще чтобы среди этих векторов не было параллельных.)
В самом деле, отложим от любой точки А  вектор А В = а ,  затем от 
точки В отложим вектор ВС = Ь . Тогда если мы отложим от точ
ки С вектор с , то и получим вектор СА (?).

Чтобы ответить на вопрос задачи а), докажем сначала, что

ЬМ +ИР +ОК =0.
Имеем

ЬМ = ВМ  - В Ь ,  Ы Р - С Р - С Ы ,  О К = А К - А Я  (?).
Поэтому

ЬМ + ЫР + 0 К  = В М  - В Ь + С Р  - С И  +АК - А Я  (рис. 23).

Но СЫ = ВМ  , А К  - ВЬ , А(3 = СР (?), и поэтому исходная сумма 
векторов равна 0.

Что еще осталось выяснить для ответа на вопрос задачи?
Как и в чисто геометрических задачах, возможны другие ре

шения.
Рассмотрим, например, сумму векторов

КЬ + Е М + М М + К Р  + РЯ + ОК.
Подумайте сами, что можно получить из этого рассмотрения. (За
метьте, что решение совершенно не зависит от расположения па
раллелограммов.)

А как можно обобщить эту задачу?
И наконец, обратите внимание на характерную для векторных 

методов особенность: решение задачи не зависит от того, лежат 
эти параллелограммы на одной и той же плоскости или нет. И ре
шение задачи, и ответ на поставленный вопрос не изменяются. 
Правда, при этом понадобятся некоторые свойства векторов в про
странстве. Какие?
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Дополняем теорию

Докажите, что |а + Ь | < | а |  + |Ь| .  При каком положении векторов до
стигается равенство? Обобщите полученные результаты.
Докажите, что АВ = ХВ - Х А  при любом выборе точки X.

Пусть сумма нескольких векторов равна 0. Докажите, что сумма
всех составляющих этих векторов по любой прямой равна 0. Про
верьте обратное.

Рисуем

1 9 . 1 0 ]

< Е Ш З ]  

Д А и  4 I

19.14 5

19.15 5

Нарисуйте треугольник АВС. Нарисуйте векторы:
а) СА+АВ;  б) ВА + СВ; в) ВА +СА.
Нарисуйте параллелограмм АВСП. Нарисуйте векторы:
а) в Ь + А С ;  б) А В+П С; в) АО +СВ .
Вернитесь к задаче 19.5. Выполните сложение указанных векто
ров по правилу параллелограмма.
Вернитесь к задаче 19.6. Выполните сложение указанных векто
ров по правилу параллелограмма.
Нарисуйте четырехугольник АВСП. Нарисуйте векторы: 
а) АВ + В С + С Б ;  б ) В А + А П + П С ;  в) ПА + СО+АВ;  
г) А С  + в Ъ  + СВ; д) ВС + ВП + СП; е ) А В + П В + С В ;
ж) АВ + СА + В Б  + БС.
Нарисуйте треугольник АВС. Нарисуйте векторы: 
а) А С -А В ; б) АВ-АС ; в) В А - С В ;  
г) В А - А С  ; д) В А - С А .
Нарисуйте параллелограмм АВСП. Нарисуйте векторы: 
а) А В -А П ; б) С В -В А ; в) СВ-ПА;
г) СВ-АП  ; д) ПВ -П А ; е) АС - В П .
Нарисуйте три любых вектора. Обозначьте их а , Ь, с.  Нарисуйте 
вектор х ,  такой, что:
а) с =а + Ъ + х;  б) а = Ь - с  + х ; в) Ь = а -  с - х .
Отметьте любые три точки А, В, С. Нарисуйте точку X, такую, 
что:
а) Х А  = Х В  +ХС  ; б) Х А = Х В - Х С .
Вернитесь к задаче 19.10. Выполните вычитание, используя про
тивоположные векторы.
Вернитесь к задаче 19.11. Выполните вычитание, используя про
тивоположные векторы.
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5 Нарисуйте иллюстрации к таким векторным равенствам: 
а) - ( а  + Ь) = - а - Ъ ;  б) - ( а -Ъ )  = - а  +Ь; 
в) ( а - Ь )  + с = ( а + с ) - Ь  = (с - Ь )  + а.

19.17 "б-1 Нарисуйте параллелограмм АВСП. Пусть точка К  — середина сто
роны ВС, точка М  — середина стороны СП.
а) Нарисуйте составляющие по прямым АВ  и АП векторов: 1) А К ; 
2) АМ; 3) ЦК; 4) ВМ; 5) КМ.
б) Нарисуйте составляющие по прямым А К  я А М  векторов: 1) АВ;  
2) ПВ; 3) ВМ.

Ш И  Нарисуйте два вектора а и Ь с общим началом.
а) Пусть Ь является составляющей вектора а. Нарисуйте вторую 
его составляющую с.
б) Пусть теперь а является составляющей вектора Ъ. Нарисуйте 
вторую его составляющую й . Какое взаимное положение занима
ют векторы с и й ?

Находим величину

19.19 1

19.20 1

4ЫШ з I

1 9 . 2 0

Вернитесь к задаче 19.5. Чему равна длина такой суммы в равно
стороннем треугольнике со стороной 1?
Дан ромб АВСП со стороной 1 и углом А, равным 30°. Чему >̂ав- 
на длина суммы векторов: а) ВП +АС; б) АВ +ПС;  в) АП +СВ?
Из одной точки выходят три единичных вектора, как показано 
на рисунке 24. Нарисуйте сумму этих векторов и вычислите ее 
длину.
Вернитесь к задаче 19.10. Чему равна длина такой разности в рав
ностороннем треугольнике со стороной 1? Вычислите длины этих 
разностей в равнобедренном прямоугольном треугольнике с еди
ничными катетами АС и ВС.
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№ Доказываем

{Ц2& ** Докажите, что при любом положении точек А, В, С, Д верно
равенство АВ +ВС= АВ  +ДС .

4 Докажите, что: а) | а - & | < | а |  + |& |; б) \ а - Ь \> \ а \ - \Ь \ .  Когда дости
гаются равенства?
Пусть АВСБ  — параллелограмм. Докажите, что для любой точки О
верно равенство ОА+ОС = ОВ +О Д . Верно ли обратное? Будут ли 
верны эти утверждения, если точка О не лежит в плоскости па
раллелограмма?

[ О ] Исследуем

^ 2 2 2  3 Существует ли пятиугольник: а) стороны которого равны и парал
лельны диагоналям произвольно заданного пятиугольника; б) ди
агонали которого равны и параллельны сторонам произвольно за
данного пятиугольника? Как обобщить полученные результаты?

Л Ш  в I Нарисуйте систему координат.
а) Нарисуйте вектор ОА и его составляющие по осям х н у .
б) Какое положение на плоскости должен занимать вектор ОА, 
чтобы его горизонтальная составляющая была длиннее вертикаль
ной?
в) А при каком положении вектора ОА его составляющие по осям 

  будут равной длины?
19.28 б а) Может ли длина одной из двух составляющих вектора быть 

больше длины самого вектора?
б) Может ли длина обеих составляющих вектора быть больше дли
ны его самого?
в) Пусть длина одной из двух составляющих вектора равна длине 
самого вектора. В каких границах лежит длина другой его 
составляющей?

6 Можно ли вектор длиной 10 разложить на две составляющие дли
ной 1? А на две составляющие длиной 100? Можно ли вектор за
данной длины разложить на две составляющие также заданной 
длины?

Применяем геометрию

19.30 1 Самолет пролетел 200 км на юго-запад, а затем 300 км на запад. 
Сделайте соответствующий рисунок, используя векторы. На каком 
расстоянии он оказался от начальной точки? Составьте похожие 
задачи.
Вертолет летел на север со скоростью ох. Вдруг поднялся запад
ный ветер и начал дуть со скоростью о2. Сделайте рисунок, а) При
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Рис. 25

каком соотношении между скоростями и и2 вертолет будет ле
теть на северо-восток? б) Как вычислить угол, на который он от
клонится? в) С какой скоростью полетит вертолет теперь, выдер
живая по компасу прежний курс?
С одного берега реки на другой поплыл человек, выдерживая на
правление прямо на противоположный берег. Известны скорость 
пловца, скорость течения реки и ширина реки. Как узнать, на 
сколько его отнесет течением от первоначально намеченной точки, 
когда он окажется на том берегу? Как узнать, какое расстояние 
он проплыл?

2 На берегах одной реки напротив друг друга стоят две деревни. Из 
первой во вторую отправился катер. Известны скорость катера в 
стоячей воде, скорость течения реки и ширина реки. Требуется уз
нать: а) под каким углом должна быть направлена скорость кате
ра относительно берега; б) какова его скорость в этой реке; в) ка
кой путь проделает катер. Как это сделать?

4ИЕЫ з  1 Две равные по величине силы взаимно перпендикулярны. Третья 
сила по величине в два раза больше каждой из двух и образует с 
ними равные тупые углы. Нарисуйте равнодействующую силу. 
Сравните ее с величиной третьей силы.

3 Корабль держит курс (по компасу) на восток со скоростью V1. Ду
ет северный ветер со скоростью о2, а течение сносит корабль на 
юго-запад со скоростью V3, причем о1 = о2 = Юо3. Каков истинный 
курс корабля?

19.36 3

19.37 3

Занимательная геометрия

Перед вами на рисунке 25 фигуры, составленные из отрезков. 
Можно ли на этих отрезках расставить векторы так, чтобы в сум
ме получился 0? (На каждом из отрезков задается только один 
вектор.)
Дайте векторное истолкование ситуации, описанной в басне 
И. А. Крылова про лебедя, рака и щуку.

Выходим в пространство

4 Пусть АВСБ  — тетраэдр. Докажите, что АС + В Б  =АО + В С . Мож
но ли обобщить эту задачу?
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Участвуем в олимпиаде

Два вектора а и Ь таковы, что |а  + Ь | + | а |  + |Ь |<1. Докажите, что 
длина каждого из этих векторов меньше 1.
а) Из центра правильного 25-угольника проведены векторы во все 
его вершины. Как надо выбрать несколько векторов из этих 25, 
чтобы их сумма имела наибольшую длину?
б) На плоскости дано 2п векторов, идущих из центра правильного 
2п-угольника в его вершины. Сколько из них нужно взять, чтобы 
их сумма имела максимальную длину?
Точка О лежит на прямой а; ОРх, ОР2, •••, ОРп — единичные век
торы, такие, что точки Ри Р2, Рп лежат в одной плоскости, 
содержащей а, и все по одну сторону от а. Докажите, что если п
нечетное, то |ОР, + ОР2 + ...+  ОРп\ > 1.

9.39

§ 20. Умножение вектора на 
число
20.1. Определение умножения  
вектора на число

Определив сложение любых векторов, мы мо- 
жем теперь рассмотреть суммы вида а + а, 
а + а + а  и т. д. Такие суммы, как и в алгебре, ес- 2а*
тественно обозначить 2а, За и т. д. (рис. 26).
Уже этот простейший пример показывает, что Зд>
удобно ввести операцию умножения вектора на 
число, и подсказывает, как дать соответствующее 
определение. Рис- 26

Определение.

Произведением вектора а *  0 и числа х & 0 на
зывается такой вектор ха ,  для которого выпол
няются два условия:

1) его длина равна произведению длины векто
ра а и модуля числа х,  т. е. д*

.  | * а |  =  | х | | а | ;  (1) *
2) он сонаправлен с вектором а, если х > 0 ,  . ха ^---- )

и направлен противоположно вектору а , если
* < 0  (рис. 27). _ ^ ______ х^_______

Если же а  = 0 или # = 0, то вектор ха нулевой
(что согласуется с (1)).

^    1    Рис. 27
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Из данного определения непосредственно вы
текают такие следствия:

1. 1 -а = а для любого вектора а.
2. ( -1 )а  = - а  для любого вектора а.
3. Если  д:а = б, то х = О или а = 0.
4. Если ха  = хЪ и х^О,  то а = Ь.
5. Если ха = уа и а ^ б ,  то х = у.
Докажем, например, последнее утверждение. Из

равенства ха = уа по формуле (1) получаем, что 
| х | | а |  = |</11а|- Так как | а | ^ 0 ,  то |х|  = |г/| . Кроме 
того, числа х н у  имеют один знак (в противном 
случае векторы ха и уа были бы направлены про
тивоположно). Поэтому х  = у. ■

20.2. Характерное свойство 
коллинеарных векторов

Из определения умножения вектора на число 
вытекает простой, но важный п р и з н а к  к о л 
л и н е а р н о с т и  в е к т о р о в .

Теорема 27 (о коллинеарных векторах).
Вектор Ь коллинеарен ненулевому вектору а 

тогда и только тогда, когда Ь = ха.

Доказательство. 1) Если Ъ=ха,  то векторы а и
Ь коллинеарны (по определению действия 
умножения вектора на число).

2) Докажем теперь обратное утверждение:
если Ь || а, то найдется такое число х, что Ь = х а .
Если Ь = б , то х = 0. Если же Ь *  б, то возможны 
два случая:

а) Ь Ц а ,  тогда х > 0  и равен отношению длин 
векторов Ь и а.

б) Ь (1 а,  тогда х < 0  и его модуль равен отно
шению длин векторов Ъ н а .

Оба эти утверждения вытекают непосредст
венно из определения операции умножения век
тора на число. Убедитесь в этом сами. Ш
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Следствие ( о векторах на прямой). А  В X
Два вектора, отложенные от одной и той же 

точки, лежат на одной прямой тогда и только 
тогда, когда один из них получается из другого 
умножением на число.

Другими словами, точка X  лежит на прямой АВ  
тогда и только тогда, когда А Х  = хАВ  (рис. 28).

Вопросы
1. Как умножить ненулевой вектор на число, не равное О?
2. Какие вы знаете свойства умножения вектора на число?
3. Докажите самостоятельно свойства умножения векторов 1—4 

(с. 26).
4. Какие вы знаете теперь характерные свойства коллинеарных 

векторов? ф

Задачи к § 20

&  Разбираемся в решении

20.1 | Даны__три точки А, В, С. Найдите точку X ,  такую, что
Х А  + Х В  + ХС = б.

Решение. Отметьте в тетради три любые точки и, проведя 
некоторое число экспериментов, попытайтесь предугадать ре
зультат.

Решить же эту задачу проще всего с использованием так на
зываемой радиус-векторной техники. Эта техника состоит в том, 
что векторы, рассматриваемые в задаче, представляются как раз
ности векторов, выходящих из одной и той же точки, т. е. ради
ус-векторов.

Выберем на плоскости любую точку О. Тогда

Х А  = О А - О Х ,  х в  = о в - д х ,  Х С - О С - О Х .
Из условия следует, что О А - О Х + О В - О Х + О С - О Х = 0 . От

сюда получаем, что 3 • ОХ = ОА + ОВ + ОС{1). Поэтому О Х  = 
= ±(ОА + 6 в + 6 С ) .

Осталось сложить векторы ОА, ОВ, ОС, затем эту сумму ум
ножить на и полученный вектор отложить от точки О. Проде-

У

лайте все это на бумаге, причем как можно аккуратнее.
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Такое решение показывает нам, что искомая точка существу
ет. Но единственна ли она? Точку О вы выбирали произвольно. 
Так, может быть, при другом ее выборе вы получите другую точ
ку X? Иначе говоря, нам надо показать, что положение искомой 
точки X  не зависит от выбора точки О. Для начала проверьте это 
на практике — возьмите другую точку О и посмотрите, получи
лась ли та же точка X.

Пусть теперь точка Х 4 такова, что Х 1А + Х 1В + Х 1С = 0.
Рассмотрим вектор Х Х и Если Х Х ^ О , то Х =Х 1; а если Х Х ^ О , 

то Х * Х х.
Для вектора Х Х х запишем три похожих равенства:

Х Х \=А Х 1 -А Х ,
Х Х 1= В Х 1- Б Х , (?)
х х ^ с х . - с х .

Сложив их все, получим

ЗХ Х ^=А Х \-А Х + В Х [ - В Х + С Х [ - С Х  = 6 (?),

откуда и следует, что Х Х ^ О , т. е. Х г—Х.
Искомую точку X  мы с самого начала могли бы получить про

ще, если бы точку О выбрали в какой-либо из данных точек: А, В, 
С. Если бы мы выбрали ее в точке А, то получили бы равенство

АХ = |(А В + А С ).О
Из него следует, что отрезок АХ — это треть диагонали па

раллелограмма, построенного на отрезках АВ и АС. Но треть этой
диагонали есть -| от ее половины, т. е. -§ от медианы треуголь-О О
ника АВС, проведенной к стороне ВС. (Сделайте в тетради рисунок!) 

Какое следствие вы отсюда можете получить?
Как можно обобщить эту задачу?
Кстати, а можно ли точку О выбрать не в той плоскости, где 

лежат точки А, В, С? И что отсюда следует? И какие при этом 
нужны оговорки относительно расположения точек А, В, С? 
Пусть а=хЬ и Докажите, что Ь = ^ а .

Дополняем теорию

Линейной комбинацией векторов а и Ь называется вектор 
а а + р й . Числа а  и Р называются коэффициентами линейной ком^ 
бинации, а) Нарисуйте два любых неколлинеарных вектора а



и 6. Выберите сами два любых числа и, считая их коэффици
ентами линейной комбинации, постройте саму линейную ком 
бинацию. б) Объясните, почему векторы а , 6 , а + 6 , б являю т
ся линейными комбинациями векторов а и 6. в) Как расположе
на линейная комбинация векторов а и 6 относительно каждого 
из них, если векторы а и 6 коллинеарны?
Пусть а, Ь , с — три вектора плоскости, среди которых нет кол
линеарных. Докаж ите, что найдется такая  пара а и р ,  что 
с = аа+(36. Докажите, что такая пара единственная.

Рисуем

Пусть А и В — две данные точки. Нарисуйте точку X ,  такую, что: 
а) Х А  = З Х В ; б) В Х  = - 2 А Х ; в) Х А  + Х В = А В .
Даны три точки А, В, С. Нарисуйте точку X ,  такую, что: 
а) Х А  + В Х - Х С  = 0 ; б) А Х  + 2 В Х  + ^  СХ = б.

Находим величину

Выразите вектор 6 из равенства:
а) а = 2Ь ; б) а = -3&;  в) а = - |б ;  г) а = -5 ,5 Ь .о
На отрезке РС2 взята точка X,  такая, что Р Х  :Х()  = 2 : 1. Выразите:
а) Р Х  через Р (? ; б) <ЗХ через Х Р ; в) РС? через ф Х .
Решите эту задачу в общем виде.
Дан параллелограмм АВСП. Пусть (Э — точка пересечения его 
диагоналей. Положим АС = а ,  В П = Ь .  Выразите как линейную 
комбинацию векторов а и Ь векторы АВ, ВС, СП, ПА.

Исследуем

Сравните длины векторов а и ха  в зависимости от числа х.

Векторы а и Ъ коллинеарны. Будут ли коллинеарны векторы:
а) 2а и ЗЬ; б) -  5а и 0,5Ь; в) а  а и (36; г) З а - 2 6  и а ;  д) 2 а -  
и |- а  + 26; е) а^+13,6 и а 2а+(326 ?
Какой вывод можно сделать о расположении векторов а и 6, если:
а) |а  + б | = |а |  + |б |; б) |а  + 6 | = | а | - | б  |; в) |2а-36 | = 2 |а |+ 3 |б  |? Обоб
щите эти наблюдения.



Участвуем в олимпиаде

На плоскости дано 1980 векторов, причем среди них есть некол- 
линеарные. Известно, что сумма любых 1979 векторов коллине- 
арна с вектором, не включенным в сумму. Докажите, что сумма 
всех 1980 векторов равна нулевому вектору.
Внутри треугольника АВС выбрана произвольная точка О. Дока
жите, что справедливо равенство 5Д • ОИ + 5 в • ОВ+8с ■ ОС = 0, где 
8а, 8 в, 8 с — площади треугольников ВСО, САО, АВО  соответст
венно.
На плоскости расположены две окружности радиусов гх и г2 
с центрами Ох и 0 2 соответственно. На первой окружности взята 
точка А х, а на второй — точка А 2 так, что векторы О и 0?Аг 
коллинеарны и противоположно направлены. Какую линию опи
шет середина А  отрезка А гА 2, если точка А, «обежит» первую 
окружность?

•  § 21. Проекция вектора на ось
21.1. Угол между ненулевыми 
векторами

Угол между ненулевыми векторами а и Ь оп
ределяется следующим образом. И х надо_отдо
жить от одной точки О (рис. 29): ОА=а  и ОВ = Ь, 
а затем найти величину угла между лучами ОА и 
ОВ. Ее и называют углом между векторами а и
Ь и обозначают А аЪ .

Итак,

Углом между двумя ненулевыми векторами
называется величина образуемого ими угла, ког
да они отложены от одной точки.

Если векторы сонаправлены, то угол между 
ними считается равным 0°. Если векторы направ
лены противоположно, то угол между ними ра
вен 180°.

Угол между векторами не зависит от выбо
ра той точки, от которой они откладывают
ся. Доказать это надо лишь для неколлинеарных 
векторов, так как  для сонаправленных и проти Рис. 29

30



воположно направленных векторов это вытекает 
из данного определения.

Пусть а и Ь — два неколлинеарных вектора.
Отложим их от точки О (рис. 30), тогда ОА=а,
ОВ = Ь, и от точки Ои тогда 0 ]А 1 = а, ОхВ х= Ь .
Пусть прямые ОА и ОхВ х пересекаются в неко
торой точке 0 2. Обозначим буквой а  тот угол с 
вершиной в точке 0 2, который будет соответст
венным с углом АОВ  (при параллельных ОВ,
0 2В Х и секущей 0 0 2). По свойствам параллель
ных прямых а  = ААОВ.  Но тот же угол а  будет 
соответственным и для угла А,©!#! (при парал
лельных прямых А хОх, АОг и  секущей 0 Х0 2). По
этому (по тому же свойству) а  = А А хОхВ х. Следо
вательно, АЛхОхВ х — АЛОВ. я

21.2. Определение проекции  
вектора на ось

При рассмотрении векторной величины нас 
может интересовать не столько она сама, сколь
ко ее составляющая в некотором направлении.
Так, при взлете и посадке самолета особенно 
важна вертикальная составляющая его переме
щения, а в остальное время полета важнее го
ризонтальная (см. рис. 21). Как сказано в § 19, 
такие составляющие находят проектированием 
вектора на взаимно перпендикулярные прямые 
(см. рис. 22, б). Только о таких составляющих 
мы теперь и говорим.

Если на прямой, на которую проектируется 
вектор, ввести координату, то составляющую 
вектора по этой прямой удобно задать числом.
Это число называется проекцией вектора на ось.
Дадим его определение.

Пусть задана координатная ось х  (рис. 31), т. е. 
прямая I, на которой выбраны точка О — начало 
координат, направление и точка Е, координата

В
А

1 ~е Е
0 1 А, В х х

Рис. 31
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которой равна 1. Тогда каждой точке М  прямой I 
соответствует некоторая координата х.  Единич
ный вектор е = ОЕ,  сонаправленный с осью х,  
назовем единичным вектором оси х.  (Вообще 
единичным называется вектор, длина которого 
равна 1.)

Возьмем любой вектор V и отложим его от 
некоторой точки А: А В = о .  Спроектируем точ
ки А и В на ось х.  Получим точки Ау, Ву и со
ставляющую АуВу  вектора АВ  по оси х.  Ее дли
на со знаком «плюс» или «минус» и называет
ся проекцией вектора V на ось х.

Определение.

Проекцией их вектора П—АВ  на ось х  называ
ется длина его составляющей АуВу по этой оси, 
взятая со знаком «плюс» или «минус». При 
этом берется знак «плюс», если направление 
вектора АуВу  совпадает с направлением оси х,  и  
знак «минус», если эти направления противопо
ложны. Если АуВу= 0, т. е. Ау=Ву, то у*=0.

Итак, Ч-1Ах̂ ! | , если А у В у \ \ е \

~ \ А у В у \ ,  если АуВу] \е ;
О, если А у В у = 0 ,  т. е. Ау = Ву.

Обратите внимание, что проекция точки — точ
ка, проекция отрезка — отрезок (или точка), а 
проекция вектора — число.

Вектор АуВу получается из коллинеарного 
ему единичного вектора е умножением на ± | А у В {\ . 
При этом если А у В у \ \ е  , то А уВ у=  |А ,В ,|е . Если 
же А у В у ] { е ,  то А у В у = - \ А у В х\ е .

Следовательно, имеет место равенство

Ау В у = о хё .  (1)

Понятие проекции вектора на координатную 
ось позволит нам геометрические операции 
с векторами заменить соответствующими ариф
метическими операциями с действительными 
числами — проекциями векторов на оси коорди
нат.
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21.3. Вычисление проекции вектора 
на ось

Мы укажем два способа вычисления проек
ции вектора.

1) В ы ч и с л е н и е  п р о е к ц и и  с п о м о щ ь ю  
к о о р д и н а т .  По определению проекция ох век
тора у=АВ на ось х  равна длине его составляю
щей А ХВ Х п о  э т о й  о с и ,  в з я т о й  с о  знаком «плюс»
или «минус». Но длина ненулевого вектора А ХВ Х — 
это длина отрезка А ХВ Х, т. е. расстояние между 
точками А х, В 1.

Как вам известно из курса математики 6 клас
са, это расстояние можно найти, зная координа
ты хА, х в точек А 1 и  В у п о  формуле

А хВ х= \ хв - ха \. (2)

Если А хВ х\ \ е  , то х в > х л (рис^ 32, о) и
и

а)

О л. л Ч-,
случае \ х в - х А\=хв - х Ах в - х А>0.  Ь этом 

их= |А 1В1| =хв - х А.
Если же А хВ х\ \ е  , то х в <хА (рис. 32, б) и 

х в - х А<0.  В этом случае \ х в - х А\=-(хв - х А) и
ух= - \ А хВ х\=х в ~ х а.

Если же А,В, = 0, то ох= 0 , А Х=ВХ, х в = хА и 
снова ох=хв - х А (рис. 32, в).

Итак, для всех случаев доказано важное ра
венство

ох=хв - х А. (3)
2) В ы ч и с л е н и е  п р о е к ц и и  с п о м о щ ь ю  

у г л а  м е ж д у  в е к т о р о м  и о с ь ю.  Углом меж
ду вектором и координатной осью называется 
угол между вектором и единичным вектором 
этой оси.

Второй способ вычисления проекции вектора 
дает следующая лемма:

Лемма (о проекции вектора).

АДхД В Ш  х

в)

В х(хв) А х(хл)

В

АиВ,

Рис. 32

Проекция ненулевого вектора на ось равна 
длине этого вектора, умноженной на косинус уг
ла между вектором и осью.

Д а н о :  вектор о = А В ^  0, е — единичный
вектор координатной оси х,  (р = А о е .
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ох= | V | С О З ф .  (4)
Доказательство. Возможны следующие слу

чаи:
1) Угол ф = 0° (рис. 33, а). Тогда АВ ] ] е ,

АуВх=АВ = V и = | о | . Так как соз0°=1, то (4) 
в этом случае выполняется.

2) Угол ф острый (рис. 33, б). Пусть точка А  
не лежит на оси х. Через точку А  проведем пря
мую р,  параллельную оси х.  Пусть точка С — 
проекция точки В на прямую р. Получим пря
моугольный треугольник АВС  с углом ф при 
вершине А и прямоугольник А А ХВ ХС. Тогда
ьх= \ А 1В х\=АС= АВ  созф = | о | созф,  т. е. равен
ство (4) выполняется в рассматриваемом случае.

Если же точка А лежит на оси х, то равенство 
(4) вытекает из прямоугольного треугольника 
АВВ, (рис. 33, в).

Д о к а з а т ь :

а)

Рис. 33

в)

X
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3) Угол ф = 90°. В этом случае АВ ± е , А ^ В ,  
и ох = 0. И так как соз 90°= 0, то (4) и выполня
ется (рис. 33, г).

4) Угол ф тупой. Снова через точку А  прово
дим прямую р,  параллельную оси х,  и проекти
руем на нее точку В в точку С (рис. 33, д). Сно
ва получим прямоугольный треугольник АВС.
Его угол при вершине А  равен 180°-ф . Поэто
му АС =АВ  соз(18 0 ° -ф) = -А В со зф . В рассмат
риваемом случае А1В1Ц е , и потому

ох = -  \А-[В ^ \= -А С = А В  созф = | V | созф,
т. е. снова выполняется (4). Если точка А лежит 
на прямой х, то доказательство лишь упрощается.

5) Угол ф = 180°. Тогда А В \ { ё  (рис. 33, е),
А хВ х=АВ = о и ох = - 1 о | . Так как соз 180° = -1 , 
то (4) снова имеет место. ■

21.4. Свойства проекций векторов на ось
Свойство 1.

Равные векторы имеют равные проекции на 
заданную ось.

Доказательство. По лемме о проекции векто
ра проекция вектора на ось зависит лишь от 
длины вектора и угла, который он образует с 
данной осью. Равные же векторы имеют, во-пер
вых, равные длины и, во-вторых, образуют с 
осью один и тот же угол (рис. 34). Следователь
но, их проекции на ось равны. ■

Тем самым мы установили, что проекция век
тора на ось не зависит от точки откладыва
ния вектора.
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Свойство 2.

При сложении векторов их проекции 
на ось складываются.

Доказательство. Сложим любые два 
вектора а= А В  и Ь = ВС. Получим вектор
с = а + Ъ=АВ + ВС=АС  (рис. 35). Пусть 
точки А и В и  Сх — проекции точек А, В, С 
на ось х, а хА, х в, х с — их координаты 
и ах, Ьх, сх — проекции векторов а,  Ь, с на ось х.

Так как ах = х в - х А, Ъх = х с - х в, то ах+Ъх= 
= х в- хл+ х с - х в = х с -  хА.

С другой стороны, сх—х с - х А. Поэтому сх= 
= ах+ Ьх.я

Свойство 3.

При умножении вектора на число его проек
ция умножается на это число.

Доказательство. Пусть х  — ось с начальной точ
кой О и единичным вектором е. Возьмем любой век
тор а и отложим его от точки О: ОА = а (рис. 36). 
Пусть ф — угол между а и е. Умножим вектор а
на число а. Получим вектор Ъ—ОВ=ол.  Мы хотим 
доказать, что Ьх= ш х. Возможны следующие случаи:

1) ос>0 (рис. 36, а). Тогда АЪе = у.  Кроме того, 
| Ь| = | а  11 а \ , т. е. ОВ = аОА.  Поэтому Ьх = 15| совф = 
= ОВ сое ф = а  ОАсоз ф = а  ах.

2) а < 0  (рис. 36, б). В этом случае
АЪе=  180°-ф . Кроме того, |ь | = | а | | а | ,  т. е. ОВ =

Рис. 35

Рис. 36
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= | а | ОА.  А так как а < 0 ,  то | а |  =  - а  и потому 
О В = -а О А .  Следовательно,
Ъх = \ Ь | соз (1 8 0 ° -  ф) = -  ОВсозф = аО А созф = а а х.

3) а =  0. Тогда Ь=аа = б,  и потому Ьх=0  и Ьх= 
= аах.я

Вопросы
1. Как найти угол между: а) векторами; б) вектором и осью?
2. Что такое проекция вектора на ось? В чем разница между про

екцией вектора на ось и проекцией отрезка на ось?
3. Какими способами можно вычислить проекцию вектора на 

ось?
4. Какие вы знаете свойства проекций вектора на ось?

Задачи к § 21

Дополняем теорию

Пусть известны проекции на ось двух векторов. Как вычислить 
проекцию на эту ось линейной комбинации данных векторов? 
Приведите примеры.

Рисуем

Нарисуйте в системе координат вектор, проекция которого на ось х  
равна: а) 2; б) 0; в) - 3 .  Чему равна проекция построенного вами 
вектора на ось у ?

I  €  Представляем

М.З 2̂ 4) а) Проекции двух векторов на данную ось равны. Следует ли из
этого, что равны сами векторы? равны их длины?
б) Верно ли, что больший по длине вектор имеет большую проек
цию на данную ось?
в) Верно ли, что, чем больше угол между вектором и осью, тем 
меньше его проекция на эту ось?

Планируем

® Ц ]  Пусть известны длины векторов а и Ь и угол между ними. Как 
вычислить углы, которые образуют с данными векторами векторы 
а + Ъ и а - Ь ? Как вычислить угол между векторами а + Ь и а - Ь ?



Работаем с формулой

Запишите формулу для вычисления проекции вектора на ось. За
фиксируйте одну из величин в этой формуле. В какой зависимос
ти между собой находятся при этом другие величины?

Находим величину

21.6 11 Дан треугольник АВС.  Чему равен угол между такими векторами:
АВ  и АС , АВ  и ВС , АВ  и С А , ВА и СА , если данный треуголь
ник: а) равносторонний; б) имеет А А  = а, а АВ = Р?

1 Чему равен угол между векторами Ь и с , если известно, что 
А Ь а  = (р1У А с а  =  <р2?

1 Пусть е, и е 2 — два единичных вектора и А е 1е2 = Ч>. Найдите^ угол, 
который образует с данными векторами вектор е\ + е 2; е 1- е 2. 
Найдите угол между векторами ~ех + г 2 и е 1- е 2.

1 Пусть е х и е 2 — два единичных вектора. При каком угле между 
ними: а) \е1 + е2\ = 2; б) |ё , + е 2| > 1 ;  в) | е , - е 2| = 1; г) |е 1- ? 21<1?

1 Пусть ?! и е 2 — два единичных перпендикулярных вектора, 
а = 2 ? ! - е 2, Ь = е 1 + 2е2. Вычислите | а | ,  |Ь| ,  | а  + Ь | ,  | а - Ь | ,  угол 
между а + Ь и а-Ь.

1 Пусть векторы а и Ь таковы, что |а |  = |Ь| ,  а ±Ь. Вычислите угол 
между: а) а + 2Ьи 2а + Ь; б) - а  + ~Ь  и 3а - Ь .

1 I Пусть векторы а и Ь таковы, что |Ь | = |а  + Ь | = |а  + 2Ь| .  Найдите 
АаЬ.

21.13 2̂ 4; При каком угле между вектором и осью проекция вектора на эту 
ось: а) положительна; б) отрицательна; в) равна нулю?

* 21.14 2-4 Пусть даны точки А(1, 0), В (2, 0), С (-1 , -1 ) ,  Щ -  5, - 4 ) . Вычис
лите проекции на оси координат векторов: а) А В ; б) ВС; в) СП;
г) ПА.

21.15 2-4 Чему равны проекции единичного вектора на оси координат, если 
он составляет с осью х угол: а) 30°; б) 45°; в) 60°; г) 120°; д) 135°; 
е) 150°?

« 6 2 - 4  Пусть вектор составляет с осью д: угол: а) 30°; б) 135°. Его проек
ция на ось х  равна 1. Вычислите его длину и проекцию на ось у. 
Какой угол образует вектор единичной длины с осью, если его
проекция на ось равна: а) -0 ,5 ;  б) 0; в) -у-; г) 1?

2 1 -1 (0 3  В прямоугольном треугольнике АВС гипотенуза АВ  равна 1, а АВ = 30°.
Вычислите проекции: а) АВ  на ось СА; б) АВ  на ось СВ; в) ВС
на ось СВ; г) АС на ось ВА; д) ВС на ось ВА; е) ВС на ось СА.
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$1,192-4 Даны векторы АВ  , ВС, АС . Чему равна проекция каждого из них 
на ось, проходящую через другой, если треугольник АВС: а) рав
носторонний со стороной 1; б) равнобедренный с основанием 2 и 
углом 120° при вершине А; в) равнобедренный с боковой стороной 1 
и углом ф при основании ВС; г) такой: АВ = 4, ВС = 5, СА = 6?

21.202-4 Пусть проекция вектора а на ось х равна 2, проекция вектора Ь 
на ось х  равна - 3 ,  проекция вектора с на ось х  равна 4. Чему 
равна проекция на ось х  вектора: а) - 2 а ;  б) Ъ + с; в) с - а ;
г) З а - 0 , 5 6 ;  д) - а  + 2Ь-2с?
Пусть вектор а длиной 1 образует с осью х  угол 30°, а вектор Ъ 
длиной 2 образует с осью х  угол 135°. Чему равна проекция на ось х 
вектора: а) 2а; б) - ЗЬ ;  в) а + Ь; г) Ь - а ;  д) 0 ,5 а - 36; е) - 2 а + -^6? 
Нарисуйте систему координат. Чему равны проекции на оси векто
ров: а) Г + / ;  б) Г-у  ; в) - I  + у ; г) - Г - ; ' ; д) 2г - 3 ;  ; е) -0 ,б Г  + 4у ,
где г и у — единичные векторы осей х и у!  Какой угол составля
ют эти векторы с осью х?

<► Исследуем

|  (ЩЩ2-4 Найдите условия, при которых: а) вектор а + Ь идет по биссектрисе 
угла, заданного векторами а и Ь ; б) векторы а + Ь и а - Ь  взаим
но перпендикулярны.

ДЕЛ! 2-4 Векторы а и Ь имеют с единичным вектором с углы ф, и ф2. При этом 
а+Ь + с = 0. Можно ли найти длины векторов а и Ь и угол между ними?

Участвуем в олимпиаде

Десять векторов таковы, что длина суммы любых девяти из них 
меньше длины суммы всех. Докажите, что существует ось, проек
ции этих десяти векторов на которую имеют одинаковые знаки.

§ 22. Координаты вектора
22.1. Разложение вектора по осям 
координат

Выполнять геометрически операции с векто
рами не всегда удобно. Например, надо сложить 
десять векторов, да еще умноженных на некото
рые числа. Но если на плоскости ввести систему 
координат, то каждый вектор можно задать па
рой чисел — его проекциями на оси координат.
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И тогда окажется, что действия с векторами 
можно свести к аналогичным действиям с пара
ми чисел, что куда проще. Следующая теорема 
вводит координаты вектора.

Теорема 28 (о координатах вектора).
Пусть на плоскости задана прямоугольная 

система координат. Единичные векторы осей х и 
у обозначим I и /  . Пусть V — некоторый вектор, 
а ух и уу — его проекции на оси координат. Тогда

у = ух7+ ууТ. ___  (1)

Пара чисел ух, уу называется координатами 
вектора у в данной системе координат.

Доказательство. Отложим вектор о от начала 
координат — точки О.  Получим вектор О А = у  
(рис. 37). Пусть точки А 1 и А г — проекции точ
ки А  на координатные оси х  и у. Тогда

6 а = 0 А , + 6 а  2. ( 2)
Как доказано в п. 21.2 (равенство (1)),

ОА  1  = ух I . Аналогично О А 2 = уу у . Подставляя эти 
равенства в (2), получаем равенство (1). ■

Верно утверждение о е д и н с т в е н н о с т и  к о 
о р д и н а т н о г о  п р е д с т а в л е н и я  в е к т о р а :  ес
ли для вектора у выполняется равенство

у=аЬ + Ъ], (3)
то пара чисел (а, Ь) является проекциями век
тора у на оси х и у, т. е.

а — Ух, Ь = уу. (4)
Докажем его. Из равенств (1) и (3) следует, 

что щ + Ьу = ух1 + уу] . Отсюда
а Т -у х7=ууТ-ЬУ.  (5)

Слева в (5) стоит вектор, коллинеарный век
тору I , а справа — вектор, коллинеарный векто
ру у . Так как » _1_ у , то векторы а1-Ух1 и уу] -Ъ] 
взаимно перпендикулярны. Но взаимно перпен
дикулярные векторы равны лишь в одном слу
чае — когда они нулевые. Поэтому а 1 - у х1 = 0 и 
уу] - Ь /= б .  Следовательно, а1 = ух1 и Ъ) = уу у. По 
свойству 5 операции умножения вектора на число 
(п. 20.1) из этих равенств следуют равенства (4). ■
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Таким образом, на координатной плоскости 
любой вектор V можно задать его координатами ох, 
оу и писать короче: V = (ох, оу) вместо равенства (1).

22.2. Длина вектора
Зная координаты вектора и используя теоре

му Пифагора, можно найти длину вектора. Вер
немся к рисунку 37. Если точка А  не лежит на 
координатных осях, то треугольник ОААх прямо
угольный. Поэтому

ОА2 = ОА\+АгАг. (6)
Так как А1А = ОА2, то из (6) получаем, что

О А 2 = ОА\ + ОА2. (7)
Но ОА = \и\ ,  ОА1 = |ух|, ОА2 = |у„|. Поэтому (7) 

можно записать так:
|и |2= |у х| 2+ |у , |2,

\и\2=о2 + о2у. (8)
Формула (8) справедлива и в тех случаях, 

когда точка А лежит на какой-то оси координат 
(объясните это подробнее).

Итак, квадрат длины вектора равен сумме 
квадратов его координат.

Из (8) получаем формулу длины вектора:
\и\ = \'о2 + о2у. (9)

Дайте ей словесную формулировку.
«

22.В. Свойства координат векторов
Прежде чем свести действия с векторами к 

действиям с их координатами, мы должны дока
зать свойства координат вектора. Так как они яв
ляются проекциями вектора на координатные 
оси, то свойства координат повторяют свойства 
проекций.

Свойство 1.
Координаты равных векторов соответственно 

равны. Обратно: векторы, имеющие соответст
венно равные координаты, равны.

Первое утверждение вытекает из первого 
свойства проекций (п. 21.4). Второе вытекает из 
равенства (1).



Свойство 2.

При сложении векторов их соответствующие 
координаты складываются. А именно если а = (ах, ау),
Ъ=(ЬХ, Ъу) и с = а + Ь ,  то с = (ах + Ьх, ау + Ьу), т. е.

сх =  с1х +  Ь х, Су =  а,у +  Ьу. ( Ю )

Это свойство вытекает из второго свойства 
проекций (п. 21.4).

Свойство 3.
При умножении вектора на число его коорди

наты умножаются на это число. А именно если
а = (а х, ау), Ь=(Ь*, Ьу) и Ь = а.а, то 6 =  (оса,, аау), 
т. е.

Ьх = аах, Ъу = аау. (11)

Свойство 3 вытекает из свойства 3 проекций
вектора (п. 21.4).

Это свойство позволяет по-другому сформу
лировать признак коллинеарности векторов (тео
рема 27 п. 20.2): ненулевой вектор а = ( а х, а у) 
и вектор Ъ = (Ьх, Ьу) коллинеарны тогда и толь
ко тогда, когда их координаты пропорциональ
ны, т. е. выполняются равенства  (11).

Действительно, если выполняются равенства
(11), то Ь= аа  и Ь ||а  (по теореме 27)., Обратно: 
если Ъ || а ,  то Ъ = а а (по теореме 27) и по свойст
ву 3 выполняются равенства (11). ■

22.4. Свойства операций с векторами
Свойства координат позволяют, как мы гово

рили, свести действия с векторами к арифмети
ческим действиям. Именно на этом основаны 
простые и единообразные доказательства важ 
ных свойств операций с векторами. Сформули
руем их.

1. а (Ра)  = (а|3)а.
2 . (а  + р)а = а а  + ра .
3 . а (а  + Ь) = аа + а Ь.
Эти три свойства справедливы для любых 

векторов а, Ь и любых чисел а , р. Докажем, на
пример, второе из них.
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Пусть а = ( а х, а у). Тогда (а  + Р)а = ( ( а+  (3)ат, 
(а  + р )ау) по свойству 3 п. 22.3. Далее, по свой
ствам 2 и 3 п. 22.3

а а  + ра =(аах+$ах, аа^ + РаД.
Но для чисел а ,  Р, ах, ау верны равенства 
(а  + р Э а ^ а а ^  + рад. и (а  + Р )ау = а а !/-1-ра!/. 

Поэтому соответственные координаты век
торов (а  + Р)а и а а  + ра равны. По свойству 1 
п. 22.3 эти векторы равны. ■

Свойства 1 и 3 докажите самостоятельно.

22.5. Связь координат векторов 
и координат точек

Доказывая теорему 28 о разложении вектора 
по координатным осям, мы откладывали его от 
начала координат. Это вовсе не обязательно. Н а
пример, отложим вектор о от точки А { х г, у х) и 
пусть его концом будет точка В ( х 2, у2) (рис. 38). 
Спроектируем точки А, В  в точки А и 1?! на ось
х  и в точки А 2, В2 на ось у. Тогда А гВ^ = о р , 
А 2В2 = Оу ] И  V ~ А В = V ^ 1 ) у У .

Вычисляя проекции вектора через координа
ты его начала и конца (см. п. 21.2), получаем:

их = х 2- х 1, иу = у 2- у 1. (12)
Поэтому

V =АВ = ОхТ+Оу1 = (Х2- Х 1)Т + (у2- у , ) У . (13) 
И так, чтобы найти координаты вектора,  

нужно от координат конца вектора отнять  
координаты начала вектора.

В частности, если вектор отложен от нача
ла координат, то координаты вектора равны  
координатам его конца.

22.6. Формула расстояния 
между точками

Умея найти длину вектора по его координа
там, мы можем теперь выразить и расстояние 
между точками через их координаты. А именно 
пусть даны точки А (х1, г/,) и В ( х 2, у 2). Тогда 
расстояние между точками А  и В — это длина
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вектора АВ  , т. е. АВ  = | АВ  | (рис. 39). Так как 
координатами вектора АВ  являю тся разности 
х 2- х х и у 2- у  1 , т о ________________

АВ = У(х2-  х х)г + (у2 ~У\)г- (14)
Это и есть формула расстояния между точ

ками.
Итак, расстояние между точками равно кор

ню квадратному из суммы квадратов разно
стей их координат, ф

Вопросы
1. Для чего вводятся координаты вектора?
2. Как найти координаты вектора?
3. Запишите формулу: а) длины вектора; б) координат вектора, 

зная координаты его начала и конца; в) расстояния между 
точками.

4. Какие свойства имеют координаты вектора? Докажите их.
5. Какие свойства действий с векторами доказываются с помо

щью координат векторов? Докажите их.

Задачи к § 22

& Разбираемся в решении

Н И  Пусть известны расстояния от точки К  до 
трех вершин прямоугольника. Сможете ли 
вы найти расстояние от К  до его четвертой 
вершины, если точка К  лежит: а) внутри 
прямоугольника; б) вне его; в) вне плоско
сти прямоугольника?

Решение. Пусть АВСИ  — данный пря
моугольник. Раз задача решается с помо
щью системы координат, то эту систему ко
ординат надо как-то ввести, «привязав» ее 
к данной фигуре. Всегда систему координат 
удобнее вводить так, чтобы данная фигура 
была расположена в ней наиболее симмет
ричным образом. В данной задаче мы вы
берем начало координат в точке О пересе
чения диагоналей прямоугольника, а оси 
координат направим параллельно его сто
ронам (рис. 40, а).

Пусть точка С имеет координаты (а, Ь), 
тогда очевидно, что П (о, -Ъ), А ( - а ,  -Ь),

а)
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В ( - а ,  Ь). Координаты точки К  обозначим (х, у). Тогда, обозна
чив для краткости КА = й х, К В  = й2, КС = с13, К Б  = с14, получим си
стему равенств:

(х + а)2 + (у + Ъ)2 = й{,
(х + а)2 + ( у - Ь ) 2 = с12,
(х -  а)2 + ( у -  Ь)2 =
( х - а ) 2 + (у + Ь)2 = с!24.

(Для удобства, чтобы избежать корней, мы записали формулы 
квадратов данных расстояний.)

Пусть, например, известны с12, й3 и требуется найти й4. 
Неизвестны в этой системе четыре величины х,  у, а, Ъ, и урав
нений в системе тоже четыре, так что задачу решить вроде бы 
можно (?). Осталось проделать выкладки. Делать их напрямую 
довольно долго, но, раскрыв скобки во всех уравнениях системы 
и заметив, что д\ + =  +й\,  прийти к  результату можно быст
рее (?).

Для решения задачи совершенно неважно, где находится точ
ка К- — внутри или вне прямоугольника или на его границе. 
А вот если точка К  находится вне плоскости прямоугольника, 
то положение дел меняется.

Пусть точка К х — проекция точки К  на плоскость прямо
угольника (рис. 40, б), т. е. К К Х — перпендикуляр к плоскости 
АВС.  Для точки К х верно равенство К ,А2 + К ХС2 = К ,В2 + К ХБ 2.

Обозначим К К Х = Н. Тогда К А 2 = К хА 2 + к 2, КС2 = К  ХС2 + к2, 
К В 2- К хВ 2 + к2, К В 2 = К хВ 2 + к 2, откуда и получаем К А 2 + КС2 =
= к в 2+ к в 2.

Задачу можно обобщить. (Как?) И любопытно, что результат 
не зависит от сторон прямоугольника!

Дополняем теорию

Пусть а — единичный вектор, ф, и ф2 — углы, которые он об
разует с осями координат. Докаж ите, что а =  соз ф ^ + с о з  ф2 /  
и соз2 ф! + соз2 ф2 = 1.

22.3 3 а) Дан вектор а = ( х ,  у). Каковы координаты вектора - а ?  Чему
равна его длина?
б) Даны векторы а = ( х 1, у 1) и Ь = (х2, у 2)- Каковы координаты 
вектора а - Ь ? Каковы координаты вектора а а  + рь? Как найти 
длину вектора а а  + рь? Приведите примеры.

№  а) Каждая из двух прямых задана координатами двух своих то
чек. Как выяснить, будут ли они параллельны? будут ли они сов
падать? Приведите примеры.
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Рис. 41
АС =60° а а = а в  = а с  =

= А Б  = АЕ

АВ =  ВС =  С А = 2

б) Известны координаты трех точек. Как узнать, лежат ли они 
на одной прямой? Приведите примеры.
Пусть известны координаты точек А п В и пусть А Х  = АВ . Как 
найти координаты точки X I  Обобщите задачу, 

б ; Докаж ите, что сумма квадратов диагоналей параллелограмма 
равна сумме квадратов всех его сторон.

<х> Смотрим

2 2 . 7 Ш  Найдите координаты векторов АВ, ВС, СА исходя из рисун
ка 41.

Планируем

4 Даны три точки А, В, С. Как найти точку X,  такую, что Х А  + 
+ 2ХВ  -  ЗХС = б?

&МЖ 5"! От точки А  откладывают вектор а и получают точку В  — конец 
вектора а . Пусть известны координаты точки А  и вектора а . Как 
найти координаты точки В? Как решить обратную задачу? Приведи
те примеры.
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5 Пусть известны координаты вершин треугольника, а) Как найти 
координаты векторов, заданных его медианами, биссектрисами, 
высотами? Приведите примеры, б) Как найти координаты точки 
пересечения медиан, точки пересечения биссектрис? Приведите 
примеры.
Пусть известны координаты трех вершин параллелограмма. Как 
найти координаты его четвертой вершины? Сможете ли вы ре
шить аналогичную задачу для равнобокой трапеции?
Пусть известны координаты четырех точек. Как проверить, явл я 
ются ли они вершинами: а) параллелограмма; б) ромба; в) пря
моугольника; г) квадрата; д) равнобокой трапеции; е) выпукло
го четырехугольника?

ИГЛЫ Ь I Как вычислить площадь четырехугольника, зная координаты его 
вершин? Приведите пример. Обобщите задачу.

0 М А  6 1 Пусть известны координаты двух вершин квадрата. Сможете ли 
вы найти координаты двух других его вершин? Как вы обобщи
те эту задачу?
Пусть известны координаты вершин треугольника. Как найти 
координаты точки пересечения его высот (или их продолже
ний), если пользоваться только формулой для вычисления рас
стояний?

Находим величину

2.16 Т ]  Какие координаты имеет единичный вектор а,  образующий с 
осью л: угол: 0°, 30°, 45°, 60°, 90°, 120°, 135°, 150°, 180°? Как 
изменятся эти результаты, если вектор а будет иметь длину сП 
Найдите числа а  и (3 из равенств:
а) о» + Р/  = 2 Г -3 у ; б) ои + 2 у = -  Зг - 13 / ;
в) оа + Р/' =21 ; г) аг + ру = - 3 / ;  д) аТ + р 7  = б.

ЁИ|М 1 I Систему координат повернули вокруг начала координат на угол 45° 
против часовой стрелки. Новое положение вектора I обозначим 1и  
а новое положение вектора у обозначим у\. а) Каковы координа
ты векторов и у-! в старой системе координат? б) Каковы коор
динаты векторов г и у в новой системе координат? в) Попытай
тесь решить задачу в общем случае, когда угол поворота систе
мы координат равен ф.

2 2 . 1 0 ]  Даны векторы а = (1, - 2 )  и Ь = ( -  3, -1 ) .  Каковы координаты век
торов: а) 2а; б) - 3 Ь; в) а + Ь; г) Ъ-а;  д) - -^ а  + -|&? Чему равны 
длины этих же векторов?

22.2Ц ]  Какие координаты имеют векторы: а) Г+у ; б) - Г + / ;  в) Г-у ;
г) - Г - у ; д) - 2Г+ Зу ;  е) -^ Г -- |у ?  Чему равны длины этих век
торов?

47



22.21 3 Коллинеарны ли векторы а и Ь, если:
а) а = ( - 2 ,  1), Ь = (4, - 2 ) ;  б) а = (1, - 3 ) ,  Ь = ( 1, 3);
в) а = (3, - 2 ) ,  Ь = ( - 3 ,  2); г) а = ( 1, 0), Ь = (3, 0);
д) а = (0, - 1 ) ,  Ь = ( 1, 0); е) а = (0, 0), & = ( - 2 ,  -1 )?

22.22 3 Векторы а и & коллинеарны. Каковы их недостающие координаты:
а) а = (1, - 2 ) ,  Ь = (3, ...); б)_а = ( ..., 2), Ь = (4, -1 ) ;  в) а = ( -2 ,  ...), 
& = - 2 ) ;  г) а = ( - 1, ...), Ь = (2, ...)?

22.23 3 Дан вектор а = (1, -1 ) .  Запишите координаты вектора: а) проти
воположного а ;  б) коллинеарного а ; в) коллинеарного а и име
ющего единичную длину.
Даны векторы а = (1, 2), & = ( - 2 ,  -1 ) ,  с = ( - 4, 4). Каждый из них 
запишите как линейную комбинацию других.
Упростите такие выражения:
а) 5 ( -З а ) ;  б) - 2 ( - 4 х ) ;  в) - З р + 2 р ;  г) 4Ь-2Ъ; д) 2 а - 2 Ь ;
е) \ а + \ а ;  ж) 3 ( - 4 а ) - 4 ( - З а ) ;  з) а + ^ ~ ;  и) | ( а + б ) - | ( а - Ь ) .  
Выразите один из векторов равенства через другие:
а) 2а+ЗЬ = б; б) 3 х - ^ у  = 0; в) - 2 р  + З д -- |-г  = б.

4 Решите векторное уравнение:
а) 2 х - а  + Ъ = б; б) З а - ^ х - Ь  = 0.

Пусть х  = 2 а - Ь ,  у = - ^ а  + ЗЬ.
а) Запишите как  линейную комбинацию векторов а и Ь векторы 
- 2 х ,  —у ,  З х - 2 у ,  - х - у .  б) Докажите, что любая линейная ком
бинация векторов х н у  является, в свою очередь, линейной ком
бинацией векторов а и Ь. в) Верно ли обратное?

22.2С И  В параллелограмме АВСП диагонали пересекаются в точке О.
Выразите как линейную комбинацию векторов АВ и АП векто
ры А О , В О , С О . Выразите как линейную комбинацию векторов 
ОА и ОВ векторы А В , А П .

22.30 4 В треугольнике АВС точка К  — середина АС, точка Ь — середи
на АВ, точка М  — середина ВС. Пусть А В = а ,  АС = 6. Выразите 
как линейную комбинацию векторов а и Ь такие векторы: а) ВК;
б) СП; в) КМ ;  г) ЬК + МК;  д) А М  + СЬ + В К . Решите какую-либо 
обратную задачу.

<адв! 41 а) Дан правильный пятиугольник А 1А 2АзА4А ь. Выразите как ли
нейную комбинацию векторов А^А2 и А УА Ъ векторы АХА3 и А]А4. 
Решите обратную задачу.
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б) Решите аналогичную задачу для какого-либо другого правиль
ного многоугольника.

22.33ПП Каковы координаты вектора А В , если: а) А(0,  1), В (1, 0);
б) А ( - 2 ,  1), В ( -  4, 2); в) А(р,  д), В ( - р ,  -д)1  

22.33 5 ] Заданы точки А ( - 1, 3), В(2,  - 4 ) ,  С ( - 3 ,  - 1 ) ,  В (5 , 2). Есть ли 
среди векторов, начала и концы которых находятся в данных
точках, равные? Вычислите координаты таких векторов: а) АВ + В С ;
б) А В - С В  ; в) 2АС -ЗВГ>; г) -  СВ -I- ВА  . Вычислите длины 
этих же векторов.

5 Пусть точка О — начало координат, а точка А 1 такова, что ОА,=
= (1, -2 ) .  Какие координаты имеет точка А 2, такая, что А 1А 2 =

 = ( - 2 ,  3)? Обобщите задачу.
Ц й й .5_] Даны точки А ( -1 ,  3) и В (5, -3 ) .  Найдите координаты точки:

а) С,, такой, что она является серединой отрезка АВ;  б) С2, 
такой, что точка В является серединой отрезка АС2; в) С3, такой, 
что она делит отрезок АВ  в отношении 2 :1 ;  г) С4, такой, что 
точка А делит отрезок ВС4 в отношении 3 :2 .
а) Из начала координат выходит вектор а[ единичной длины, ко
торый образует с вектором Т угол ср<90°. Каковы координаты 
вектора а,?
б) Из конца вектора а\ выходит вектор сГ2 единичной длины, ко
торый образует с вектором ах угол <р. Каковы координаты векто
ра а 2? Обобщите задачу.

€ 2 3  Даны точки А (-1 , 1), В(2,  3), С(1, - 2 ) .  а) Вычислите стороны 
треугольника АВС. б) Установите его вид (по углам).

6 Вершины пятиугольника АВСПЕ таковы: А (1, 1), В ( - 1, 2), С(3, 2), 
В (3 , -1 ), Е ( - 1 ,  -2 ). Вычислите: а) самую длинную сторону; б) са
мую короткую сторону; в) самую длинную диагональ; г) самую 
короткую диагональ; д) его углы; е) его площадь.

№  Доказываем 

д I Докажите, что х ( а - Ь )  = х а - х Ь .

6 Используя координаты, докажите: а) неравенство треугольника;
б) теорему о средней линии треугольника.

О Исследуем

Будут ли коллинеарны векторы а и Ъ, если коллинеарны векто
ры: а) - 2 а  и Ь; б) а  а и (Зй; в) а - Ь  и 2 Ь; г) а + Ь и а -Ь ;
д) - 3 а + ^ Ь  и -2 а ;  е) - |а - З Ь  и - З а + - |б ;  ж) о ^ а+ ^ Ь  и а 2а + 32Ь?

4  Геометрия, 9 кл. 49



•  § 23. Скалярное умножение
23.1. Определение скалярного 
произведения

В дальнейшем мы используем еще одну опе
рацию с векторами. Из курса физики вам извест
но, что механическая работа А, совершаемая 
постоянной силой Р при перемещении з тела 
(рис. 42, а), равна произведению: А=1-Р11з1со5ф,
где (р = А Р з .  Аналогичное произведение Ьс соз А  
входит и в формулу ОТП. Но в этом случае 
стороны б и с  треугольника АВС надо рассмат
ривать как векторы Ъ=АС и с=АВ  (рис. 42, б).
Можно привести и другие, как физические, так 
и геометрические, примеры, где появляется по
добное произведение. Например, все задачи, где 
рассматриваются проекции вектора на оси. _

Действительно, сама проекция вектора П на 
ось с единичным вектором е вычисляется имен
но к ак  такое произведение: пр? и = |у ||е  |созф.
Оно называется скалярным произведением век
торов.

Итак, скалярным произведением двух нену
левых векторов называется произведение их 
модулей и косинуса угла между ними. _

Скалярное произведение векторов а и Ь 
обычно обозначают а ■ Ь. Таким образом, по оп
ределению

а • &=|аП&|созф, где ф = АаЬ.  (1)

Если хотя бы один из векторов нулевой, то 
полагают а ■ Ъ — 0.

Отметим два важных частных случая:
1) Если а = Ь, то ф = 0°, | а |= |Ь |  и из (1) сле

дует, что а ■ а = |а |2. Произведение а ■ а обозна
чается а 2 и называется скалярным квадратом 
вектора а.  Итак, а 2= | а | 2.

2) Д л я  любых ненулевых векторов а ,  Ъ их  
скалярное произведение а ■ Ь = 0 тогда и только 
тогда, когда а ± Ь .  Действительно, если а ^ О  и 
Ь ^ 0, то из (1) следует, что а -Ь= 0 тогда и толь
ко тогда, когда созф = 0, т. е. при аАЬ.

б)

А

Рис. 42
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23.2. Выражение скалярного 
произведения через координаты

Докажем, что скалярное произведение векто
ров равно сумме произведений одноименных ко
ординат этих векторов. Это значит, что для 
векторов а = ( х 1, у 1) и Ь = (х2, у 2) их скалярное 
произведение вычисляется по формуле

а • Ь = х 1х 2 + у 1у 2. (2)
Рассмотрим сначала случай, когда а и Ъ не- 

коллинеарны. Отложим а и & от начала О. По
лучим векторы ОА=а  и ОВ = Ь (рис. 43). Точка 
А  имеет координаты х 1г у 1г а точка В — коорди
наты х 2, у 2. В треугольнике ОАВ АО=АаЬ.  По
ложим ф =АаЬ и вычислим по ОТП сторону АВ  
треугольника ОАВ.  Получим:

АВ2 = О А 2 + О В 2 -  2О А  ■ О В  • соз <р. (3)
Но О А  • ОВ созф = |а  ||& |созф, т. е. О А  ■ О В  созф = 
= а Ь. Используем последнее равенство и полу
чим из (3), что

а ■ Ь = \ (ОА2 + ОВ2 - А В 2). (4)
По формуле расстояния между двумя точками 

ОА2 = х\  + у\,  ОВ2 = х \  + у\,
А В 2 = (х2- х 1)2 + (у2- у 1)2. (5)

Подставляя эти выражения в (4) и упрощая, 
получаем (2).

Если же векторы а и Ь коллинеарны, то 
один из них получается из другого умножением 
на число. Пусть, например, Ь=ка.  Тогда дс2 = к х 1, 
у2 = ку  1 . Дальнейшие рассуждения проведите 
самостоятельно. ■

23.3. Свойства скалярного умножения
Следующие свойства выполняются для лю

бых векторов а, Ъ, с и любого числа х:
1. а ■ Ь = Ь а.
2. (ха) • Ь=х(а • Ь).
3. (а + Ь) ■ с = а ■с + Ь • с.
Все эти свойства следуют из формулы (2).

Проверим, например, свойство 3. Положим
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а = ( х и у г), Ь = (х2, у 2) и с' = (х3, у3). Тогда а+Ь =
= (лс,+х2, 1/,+  г/а). Поэтому (а+Ь) ■ с = (х1 + х 2) х 3 +
+  ( У 1 + У  2) Уз = * 1 * 3 + +  У 1У 3  +  У з У з -

Но и а -с + Ь ■ с = х 1х?+ х 2х 3+ у 1у 3+ у 2у 3.
Следовательно, (а + Ь) ■ с =а ■ с + Ь ■ с . ■
Замечание. Если понимать векторы а и Ь 

как  силы, действующие на тело, а вектор с как 
перемещение этого тела, то свойство 3 можно 
понимать так: работа, совершаемая результиру
ющей силой а + Ь при перемещении с ,  равна 
сумме работ, совершаемых силами а и Ь при 
том же перемещении с.  ■

Доказанные свойства вместе со свойствами 
_ сложения векторов позволяют скалярно умно

жать суммы и разности векторов по правилам 
обычной алгебры. Например:

(а+Ъ)2 =(а+Ъ) ■ (а+Ъ)=а2+а ■ Ь + Ь ■ а + Ь 2 =
= а 2+2а ■ Ь + Ь2.

Вопросы
1. Какие задачи приводят к понятию скалярного произведения?
2. Как вычислить скалярное произведение двух векторов?
3. При каком условии скалярное произведение равно нулю?
4. Какие свойства имеет скалярное умножение? В чем оно похо

же на умножение чисел? А в чем разница между ними?
5. Как можно вычислить угол между векторами? Какова форму

ла для вычисления этого угла, если векторы заданы своими 
координатами?

Задачи к § 23

а  Разбираемся в решении

' Я 3 | Пусть А, В, С, П — любые точки плоскости. Докаж ите, что
АВ ■ СБ+АО  ■ В С - А С  ■ В П = 0. Будет ли равенство верно для то
чек пространства?

Решение. Любопытно, что эту задачу можно решить, ничего 
не рисуя,— это и есть векторная алгебра!

А решать эту задачу удобнее всего в радиус-векторной техни
ке. Выберем некоторую точку О за начало всех векторов, кото
рые нам понадобятся в этой задаче. Пусть в каждую из данных
точек идут из точки О векторы: в точку А  вектор О А , в точку В
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вектор ОВ и т. д. Так как во все данные точки векторы идут из 
точки О, то можно даже условиться писать для краткости так: 
А вместо О А , В вместо ОВ и т. д. Вектор А В , равный разности 
векторов ОВ и ОА,  запишем так: А В = В - А .

^Аналогично СВ = В - С ,  АВ = В - А ,  В С = С - В ,  АС = С -А , 
В~В = В - В .

В принятых нами обозначениях требуется доказать такое ра
венство:

{ В - А )  ■ ( Р - С )  + ( Р - А )  ■ ( С - В ) - ( С - А )  ■ (В -В ) = 0.
Для этого надо раскрыть скобки и привести подобные члены, 

как в алгебре (?).
Разумеется, все это верно и для четырех точек, не лежащ их 

в одной плоскости, например для вершин тетраэдра (?).

Планируем

Й Ш  1 I Нарисуйте вектор а . Как построить: а) такой вектор Ъ, что а ■ Ь — 1;
б) такой вектор с ,  что а с = а  (а  — заданное число)?

Находим величину

23.3 1 Вычислите скалярное произведение векторов а и Ь, если |а |  = 2,
|6 | = 3 и АаЬ  равен: а) 60°; б) 135°; в) 90°; г) 0°; д) 180°.

23.4 1 Дан квадрат АВС1) со стороной 1. Вычислите:
а) АВ ■ Р С ; б) А В  ■ С В ; в) ВС • В С ;
г) АС^- АВ ; д) АС - Р С ; е) АС ^ СВ
ж) АС • В В ; з) А К  • А М ; и) (А В+А В) • ( СВ - СВ )  (точка К  — се
редина СВ, точка М  — середина ВС).

Дан равносторонний треугольник АВС со стороной 2. Вычислите:
а) АВ - АС; б) АВ  ■ В С в )  ВС АС; г) (АВ + ВС) ■ (А С-А В);
д) А Х  ■ ВС; е) А К  ■ В М ; ж) (АВ + ВС + СА) • К М  (точка К  — се
редина ВС, точка М  — середина АС).

Пусть РАВС — правильный тетраэдр с ребром 1. Точка К  — се
редина РА, точка Ь — середина ВС, точка М  — середина РВ,  
а точка N  — середина АС. Вычислите: а) РА ■ РС; б) РА ■ АВ;
в) РА ■ К Ь ; г) КЬ -ММ.

23.7 1 Пусть АВСРА1В 1СуР 1 — куб с ребром 1. Вычислите: а) АВ •
б) АВ • СС, ; в) АВ, ■ СР,;  г) А 0  ■ 5 0 .

23.8 Г2] Чему равно скалярное произведение векторов: а) (а, 0) и (Ь, 0);
б) (а, 0) и (0, Ь); в) (а, Ъ) и (а, Ь); г) (а, Ь) и ( - а ,  -б )?
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23.9 2 Даны векторы а = ( 1, 2) и Ь = ( -  2, 3). Вычислите:
а) 2а  ■ Ъ;  б) а  ■ ( - З Ь ) ;  в) ( - | а )  • г) Ь • ( а + Ь );

д) (а + Ь)2; е) (а - Ь ) 2; ж) (а + Ь) • ( а -Ь) .
23.10 2 Пусть А (- 1, 2), В ( - 2, - 3 ) ^  С(1, 4),_^1)(4, - 2 ) .  Вычислите:

а) А В ^ С Б  |_б) А С ^ В Б ;  в) (А В + С Б ) • (АС-ВБ);
г) (2 А Б -З В С )  ■ (СВ-СБ) .

ДИШ 2 1 Пусть а= 2 г + / ,  Ь = — г — 3/  . Вычислите проекцию вектора а на ось, 
проходящую через вектор Ъ. Решите задачу в общем случае.

2 Даны векторы а = (-1 , 3) и Ь=(2, -1 ). Найдите вектор с , такой, 
что: а) | с* |= 1, Ас а =30°  (какой угол он образует с вектором Ь?);
б) с ■ а=с -Ь (могут ли эти произведения равняться 1?); в) с ■ а= 3,

______  с • Ь=2.
23.13 3 Преобразуйте выражения: а) (а+2Ь) ■ (За-Ь);

б) | а + ь )  • ( - | - а - ь ) ;  в) а ■ (а + Ь)-Ь  ■ (а + Ь);
г) (а -Ь )  ■ ( а - с )  + (Ь -а )  ■ (Ь-с);
д) (а -Ь )  ■ (а+Ь) + (а+Ь)2 ■ (а-Ь) .

Д Н Я  з  I Векторы а,  Ь, с единичные, АаЬ=  30°, АЬс=  60°, Аас  = 30°. Вычис
лите: а) (а + с) (Ь-с);  б) (2 а -Ь )  ■ (а + 2Ь); в) (а + Ь - с )  ■ ( а - Ъ - с ) ;
г) (а+Ь+с)2.

ДХ>^ 3 I Векторы а , Ь, с попарно неколлинеарны. Чему равен вектор х ,
если х  ■ а=х • Ь=х ■ с ?

Д НЯ з I Запишите вектор АО как линейную комбинацию векторов АВ
и А С , если: а) АВ  и АС — касательные из точки А к окружнос
ти с центром О (В и С — точки касания); б) АО — высота, опу
щенная из вершины прямого угла А на гипотенузу ВС прямо
угольного треугольника АВС; в) точка О — центр окружности, 
описанной около треугольника АВС.

Доказываем

23.17Щ  Докажите, что скалярное произведение единичных векторов рав
но косинусу угла между ними.

23.18 ТП Докажите, что - | а | - | Ь | < а - Ь < | а Ы Ь | .  Когда достигаются равен
ства?

23.19 2 Докажите, что векторы (х, у) и (-у,  х) перпендикулярны. Какие
еще векторы перпендикулярны вектору (х, у )? Какой из них име
ет единичную длину?

2 На векторах а и Ь построен параллелограмм. Пусть вектор Ьх та
кой, что Ь - Ь х = 0, |ЬХ|=|Ь|, а Ьх >0 .  Докажите, что площадь па
раллелограмма равна а • Ьх (и а х • Ь). Докажите, что площадь па
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раллелограмма, построенного на векторах а = (а1, а2) и Ь=(Ь1У Ь2), 
равна \а1Ъ2- а 2Ъх\.
Докажите такие равенства:
а) а • (Ъ-с)=а ■ Ь-а ■ с;
б) (а+Ь)  ■ ( а - Ь )  = а 2- Ь 2;
в) ( а - Ь ) 2 = а 2- 2 а  • Ь + Ь2; 
т) (ха)^(уЬ)  = (ху)(а Ь);
д) (а + Ь) • (с + ё )  = а ■ с + а • й + Ь -с+Ь  • <2;
е) ( а + Ь + с ) 2= а 2+ Ь 2+ с 2+ 2 а  • Ь + 2Ь • с + 2а • с.

23.22 3 Пусть Ь-1_а, а вектор х  любой. Докажите, что х  ■ а=(х+Ъ) ■ а. 
Проверьте обратное.
Среди векторов а, Ь, с нет коллинеарных. Докажите, что 
(Ь • с ) а - ( а  • с) ЬЛс.

Исследуем
& Н Г Т ]  Когда верны равенства:

а) ( - а )  • Ь = а • Ь;
б) а • Ь = а • (2Ь); в) а • (а+Ь)  = а  • (а-Ь) ;
г) (а+Ь)2 = а 2 + 2а • Ь; д) (а + Ь)2 = а 2 + Ь2;
е) (а • Ъ)а = а 2 ■ Ь; ж) (а • Ь)2 = а 2 • Ь2?

Й Ш  з 1 Проверьте такие векторные равенства:
а) (а+  Ь)2 + ( а -  Ь)2 = 2 а 2+2Ь2; б) (а + Ь ) М а - Ь ) 2 = 4а • Ь;
в) а • Ь= |Д (а+ Ь )2- а 2- Ь 2) = - |( а 2 + Ь2- ( а - Ь ) 2)=-|-((а+Ь)2- ( а - Ь ) 2);
г) ( а + Ь+с)2 = (а+ Ь)2 + (Ь+с )2 + (с + а )2 -  а 2 -  Ь2 -  с 2;
д) (-^(а + Ь + с)) =-|- (а 2+ Ь2+ с 2) -  ̂  ( (а -  Ь)2 + (Ь - с )2 + (с -  а )2);з 4 ' 1 7 9
е) (а+ Ь - с -  й)2 = (а -  с )2 + ( а -  й )2 + (Ь- с )2 + (Ь- <2)2 -  ( а -  Ь)2 -(с  -  й )2. 

Рассуждаем

232ЩТ] Каков знак скалярного произведения векторов, если угол между 
ними: а) острый; б) тупой? Проверьте обратные утверждения. 

б и а  з  1 Пусть а ■ Ь=а ■ с.  Следует ли отсюда, что Ь=с?

Участвуем в олимпиаде

Докаж ите, что ни для каких векторов а,  Ь, с не могут 
одновременно выполняться три неравенства:
\ ' 3 | а | < | Ь - с | ,  У З | Ь | < | с - а | ,  \ ' 3 | с | < | а - Ь | .
Точки А, В, С, П плоскости таковы, что для любой точки М  пло
скости скалярные произведения М А  ■ М В  и МС ■ М Б  не равны 
друг другу. Докажите, что АС=ПВ.
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з ш и  Точки А х, А 2, ..., А п на окруж ности с центром О и радиусом 1 
расположены так, что ОАх + ОА2 + ...+  ОА„ = б. Докажите, что для 
любой точки В  справедливо неравенство |БА1|+|ВА8|+ ... + |ВА„|>п. 
Докажите, что из любых пяти векторов можно выбрать два та
ких, что длина их суммы не превосходит длины суммы трех 
оставшихся.

• § 24. Векторный метод
24.1. Векторная алгебра

Операции с векторами, изученные нами в 
этой главе, составляют основу векторной алгебры 
(или векторного исчисления) — раздела матема
тики, изучающего действия с векторами. Аппа
рат векторной алгебры удобен при решении за
дач геометрии и физики, техники и экономики.
Мы проиллюстрируем его силу на некоторых гео
метрических задачах. И во всех этих случаях 
решение проходит три этапа (подобно тому как 
это происходит при решении текстовых алгебра
ических задач).

П е р в ы й  э т а п :  условие задачи надо запи
сать в векторном виде, введя подходящим обра
зом векторы (аналогично тому, как вы составля
ете алгебраические уравнения, вводя неизвест
ные величины).

В т о р о й  э т а п :  средствами векторной алгеб
ры исходное условие задачи, записанное в век
торной форме, преобразуется к виду, который 
дает решение задачи в векторном виде (анало
гия — решение алгебраического уравнения).

И наконец, т р е т и й  э т а п :  полученным век
торным соотношениям дается толкование в ис
ходных терминах (аналогия — формулировка 
ответа задачи, после того как решено алгебраи
ческое уравнение).

24.2. Применение линейных 
операций с векторами

Линейными называют операции сложения 
векторов и умножения вектора на число. Иллю
страцию векторного метода мы начнем с извест
ной вам теоремы о средней линии треугольника.
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Пусть точки К  и Ь — середины сторон АВ и 
АС треугольника АВС (рис. 44, а). В векторной 
форме условие, что точка К  — середина отрезка
АВ,  можно записать так: А К —^ А В .  Аналогич
но А Ь = ^ А С .  Мы записали условие теоремы в
векторной форме, т. е. справились с первым эта
пом ее доказательства.

Приступим ко второму.
По правилам векторной алгебры

К Ь = А Ь - А К  = |  А В= \  (АС-АВ)= ± ВС.
Второй этап завершен: полученное равенство

К Ь = ^ В С  и дает векторное решение задачи.
Перейдем к третьему этапу: дадим истолко

вание этому равенству. Во-первых, оно утверж
дает, что КЬ\\ВС, а во-вторых, что К Ь = ^ В С .  
Мы справились и с третьим этапом решения. ■

А теперь векторным методом получим еще 
один результат.

Рассмотрим четырехугольник АВСП. Пусть 
точки К  и Ь — середины сторон АВ и СП 
(рис. 44, б). Отрезок КЬ  — средняя линия четырех
угольника АВСП. Тогда КА = - К В  и Ь С = - Ь Б  
(это еще один способ записать в векторной форме, 
что точки К  и Ь — середины отрезков АВ и СП).

Из этих равенств получаем, что КА + К В  = 0 и
ь с + ь З = о .

Далее, КЬ = К А + А В + 5 ъ  и КЬ = К В  + ВС + СЬ. 
Сложив эти равенства, получим, что 2 К Ь = А Б +  

+ ВС,  т. е.
КЬ=±(А1)+ВС). ( 1)

Из последнего равенства для трапеции вытека
ют такие свойства: средняя линия трапеции па
раллельна ее основаниям и равна их полусумме.

Действительно, пусть АВСП — трапеция с 
основаниями АП и ВС (рис. 44, в). Это значит,
что АПЦВС (первый этап). Из равенства (1) сле
дует, что КЬ- . АО+ВС (второй этап). Наконец,
третий этап: во-первых, К Ь \ \ А Б ,  а потому 
КЬ\\АВ>.
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И, во-вторых, так как А В  Т|ВС, то | А В  + ВС \ =
- А В  + ВС. Поэтому КЬ= 4  {АВ + ВС).

Из равенства (1) можно получить и такое 
следствие:

К Ь < \ ( А В  + ВС). (2)
Установите самостоятельно, в каком случае в 

формуле (2) имеет место равенство. ■

24.3. Применение скалярного 
умножения

Во-первых, скалярное умножение применяют 
для нахождения длин: длина вектора а выраж а
ется через скалярный квадрат такой формулой:

| а | = \1 р . (3)
Вводя подходящим образом векторы, с помо

щью их скалярного умножения находят различ
ные соотношения между длинами. Например, 
докажем такую теорему: сумма квадратов диа
гоналей параллелограмма равна сумме квадра
тов всех его сторон.

Доказательство. Пусть АВСВ  — параллело
грамм. Положим А В  = а и А В  = Ъ. Тогда ВС = Ь,
ВС = а, АС = а + Ь и В В  = Ь - а .  Возводя в скаляр
ный квадрат последние два равенства, получим:

А С 2= а 2 + 2а ■ Ь+Ь2 и В В 2=Ь2- 2 а  ■ Ъ + а 2.
Сложим полученные равенства и придем к 

нужному результату:
А С 2 + В В 2 — 2(а2 + Ь2) =А В 2+ВС2+СВ2+АВ2. я
Во-вторых, с помощью скалярного умноже

ния находят углы между ненулевыми вектора
ми, точнее, их косинусы, по формуле

а ■ ьсоз АаЬ= |а||5| (4)

В частности, как уже говорилось, равенство 
нулю скалярного произведения ненулевых век
торов означает их перпендикулярность.

Например, пусть прямая I проходит через 
точку А  и перпендикулярна прямой ВС (рис. 45). 
Точка М  лежит на прямой I тогда и только
тогда, когда М А  ■ ВС = 0.
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Это утверждение мы используем сейчас для 
доказательства следующей теоремы:

Теорема 29.
Все высоты треугольника (или их продолже

ния) пересекаются в одной точке (рис. 46, а, б).

Доказательство. Пусть дан треугольник АВС 
и 1а> 1в> 1с — прямые, содержащие его высоты 
и проведенные соответственно через вершины А, В, 
С (рис. 46, в). Точка М лежит на прямой 1А тогда 
и только тогда, когда выполняется равенство
М А  • ВС=0.  Поскольку В С = М С ~ М В ,  то это ра
венство равносильно равенству М А  ■ (МС - М В )  — 0. 
А  оно, в свою очередь, равносильно равенству

М А -  М С = М А -  М В .  (5)
Итак, точка М  лежит на прямой 1А тогда и 

только тогда, когда выполняется (5). Аналогич
но точка М  лежит на прямой 1В тогда и только 
тогда, когда выполняется равенство

М В  ■ М С = М В  • МА.  ( 6 )
Если же точка М является точкой пересече

ния прямых 1Л и 1В, то равенства (5) и (6) выпол
няются одновременно. Но из (5) и (6) следует

М А ■ МС = М В ■ МС.  (7)
А (7) означает, что точка М  лежит и на пря

мой 1С. Стало быть, все три прямые 1А, 1В, 1С пе
ресекаются в одной точке, ш

а)

24.4. Радиус-вектор
Следя за удаленным движущимся телом, на

пример за самолетом или спутником, направля
ют на него луч прожектора или луч радара. 
От места наблюдения О до тела М  как бы протя
гивается направленный отрезок — вектор ОМ. 
Он «следит» за перемещением тела: тело дви
жется и соответственно изменяется вектор ОМ  
(рис. 47, а). Считая движущееся тело концом 
вектора, мы пренебрегаем его размерами и при
нимаем тело за точку — за материальную точ
ку, как говорят в физике. Это допустимо, если 
тело достаточно мало в сравнении с расстояни
ем до него.

а)

Рис. 47
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С данного места наблюдения можно следить 
за разными телами. Любому положению каж до
го из них будет соответствовать направленный
к нему вектор О М . С точки зрения геометрии в 
отвлечении от реальных тел это представляется 
следующим образом.

Выберем какую-нибудь точку, обозначим ее О. 
Каждой точке М  теперь соответствует вектор 
ОМ  (рис. 47, б). Он называется радиус-вектором 
точки М ,  идущим из точки О.

Обратно: если задан какой-либо вектор а,  то, 
отложив его от точки О, получим точку А  — ко
нец вектора ОА~а.  Вектор а,  отложенный от 
точки О, является радиус-вектором точки А.

Таким образом, при выбранной точке О каж 
дой точке М  отвечает ее радиус-вектор ОМ.  
Верно и обратное: при выбранной точке О к аж 
дому вектору соответствует точка, радиус-век
тор которой равен данному вектору. Радиус-век
тор обычно обозначают г .

Представим себе, что точка движется так, что 
каждому моменту времени I (из какого-нибудь 
промежутка) соответствует ее определенное поло
жение МП),  и, значит, радиус-вектор ОМ (О за
висит от I. Запишем это следующим образом:
т - о м ю .

Так задают движение точки в механике, фи
зике, астрономии. Например, движение планеты 
вокруг Солнца описывают с помощью радиус-

б)
МЦ)

О
Рис. 48
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вектора, проведенного от Солнца к планете — из 
центра Солнца в центр планеты (рис. 48, а). 
В геометрии изучают произвольные кривые ли
нии, представляя линию как след — траекторию 
движения точки.

Пусть, например, точка М  движется из точ
ки А,  где она была в момент времени {0=0, с по
стоянной скоростью V (рис. 48, б). Тогда ее по
ложение М(*) в момент времени 1: можно задать 
радиус-вектором

ОМ(1) =  ОА +  VI.

Полагая ОМ(1) = г(1) и ОА = а, получим урав
нение равномерного прямолинейного движения:

г  Ц)  =  а  +  Ь V.  (8)
С помощью радиус-векторов можно задавать 

и другие движения.

24.5. Векторное задание прямой 
и отрезка

С точки зрения геометрии уравнение (8 ) 
представляет собой векторное уравнение прямой I, 
проходящей через точку А  в направлении век
тора V.  При этом, чтобы точка М(1) «пробежа
ла» всю прямую, переменная I должна принять 
все действительные значения. Напомним, что
А М  (1;)=1;д.

В уравнении (8 ) радиус-вектор г(1) точки 
М  (г) прямой I выражен через вспомогательное 
переменное число I , которое называется параме
тром. Само же уравнение (8 ) называют еще па
раметрическим уравнением прямой в векторной 
форме.

Фраза, что «(8 ) является параметрическим 
Уравнением прямой», означает, что справедливы 
Два утверждения: 1) для любого значения I точ
ка М ( 1), радиус-вектор которой г(1) = а + 1б, ле
жит на прямой Т, 2) для любой точки М*  пря
мой I найдется такое значение параметра I*, что
Радиус-вектор ОМ* = а+ 1*д.

Объясните, почему справедливы эти утверж
дения, используя следствие о векторах на пря
мой (п . 20.2).



Если же в уравнении (8 ) параметр I изменя
ется от некоторого значения до значения 12, 
то точка М(1) пробегает отрезок с концами в 
точках М (^ )  и М (г2) (рис. 49). А как должен 
изменяться параметр, чтобы точка М{1) пробе
ж ала полупрямую с началом М (^ )?

Чтобы написать уравнение (8 ) прямой, отрез
ка или луча, надо задать точку А, вектор и (он 
называется направляющим вектором) и область 
изменения параметра Но чаще приходится 
писать уравнение прямой, отрезка или луча, 
зная две их точки. Назовем их А и В. Ясно, что 
тогда в качестве направляющего вектора можно 
взять вектор д=АВ.  Поскольку АВ=О В -  ОА , то 
уравнение (8 ) в этом случае преобразуется к та
кому виду:

0М{1) = (1 -* )0 А + 1 0 В .  (9)

Если #>0, то * = Поэтому, когда I возрас
тает от 0 до 1, точка М  пробегает отрезок АВ от 
А до В. Уравнение (9) будем называть уравне
нием отрезка АВ, считая при этом, что пара
метр I изменяется от 0  до 1 .

В частности, если точка С — середина отрезка 
АВ, то I — , так как АС = АА В .

Из уравнения (9) получаем, что
6 с = ± ( 6 а  + ОВ). (10)

Итак, радиус-вектор середины отрезка равен 
полусумме радиус-векторов его концов.

Замечание. В этом пункте мы применили ап
парат векторной алгебры и понятие радиус-век
тора для вывода параметрических уравнений
прямой и отрезка. Уже в этих простейших при
мерах можно заметить важное достоинство при
менения радиус-вектора: все выводы, которые 
мы здесь получили, верны как для плоскости, 
так и для пространства (и даже, как вы узнае
те позднее, для пространств любой размернос
ти!). Определения же действий с векторами и 
свойства этих действий в пространстве такие 
же, как и на плоскости.

Отметим еще. одно достоинство векторных 
уравнений. Равенство векторов, как было дока
зано в п. 22.3, равносильно равенству их соот-
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ветствующих координат. Поэтому если от век
т о р н ы х  уравнений перейти к скалярным, т. е. к 
равенству координат, то на плоскости каждое 
векторное уравнение заменится двумя скаляр
н ы м и , а в пространстве уже тремя.

24.6. Точка пересечения медиан 
треугольника

В качестве красивого и важного примера 
приложения векторов докажем следующую тео
рему:

Теорема 30.

Медианы любого треугольника пересекаются 
в одной точке, расстояние от которой до каж
дой вершины треугольника равно ^ 
соответствующей медианы.

длины

Доказательство. Пусть дан треугольник АВС  
(рис. 50) и его медианы АР  и ВС} пересекаются 
в точке М .  Введем векторы А В = с  и АС = Ь. Вы
разим через них вектор А М . Согласно равенст
ву (10) АР = ^-(5+с). Так как точка М  лежит на 
отрезке АР, то А М = а А Р ,  где а€ [0 , 1]. Поэтому 

А М = | Ь  + | с .  (11)
 ^Но точка М  лежит и на медиане ВС}, т. е.

ВМ  = $В(д, где р € [0, 1]. Так как ВС}=А(} - А В  и 
АМ  =АВ  + ВМ, то

РАМ = с + р ( | - с )  = | 5  + ( 1 -р )с  
Из (11) и (12) получаем, что 

| Ь  + | с = } ь + ( 1 - р ) с .  (13)

Равенство (13) возможно лишь 
в том случае, когда коэф ф ициен
ты справа и слева в этом равенстве
ори неколлинеарных векторах Ь
и с равны. В противном случае ока
залось бы, что равны неколлинеар-
ные векторы. Поэтому тг = - | ис, с.

( 12 )
В
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тг = 1-  Р- Отсюда а = |3 = - | .  Следовательно, 

А М = |А Р .
о

И так, медиана ВС? пересекает медиану АР  в 
точке М ,  удаленной от вершины А  на расстоя
ние ^ А Р .  Заменим в предыдущих рассуждени-
ях медиану ВО медианой СИ. Тогда снова полу
чим, что эти медианы пересекаются в той точке 
на отрезке АР,  которая удалена от точки А  на
расстояние § АР, т. е. в точке М. Итак, все три ме-

о

дианы треугольника АВС пересекаются в точке М. 
При этом А М = |А Р , В М = |В О , СМ =|СЛ Г. ■ 

Следствие.

Радиус-вектор ОМ, идущий в точку пересече
ния М медиан треугольника АВС из произволь
ной точки О, выражается равенством

6 м = \ ( О А  + ОВ + ОС). (14)
о

Доказательство. Подставив в равенство (11) 
следующие выражения: А М  = ОМ  — О А , Ь = АС =
= О С -О А , с = А В  = О В -О А  и а  = - | ,  получим 
равенство (14). ■

Замечание. Точки пересечения высот и меди
ан треугольника, а такж е центры вписанной и 
описанной окружностей треугольника (вспомни
те, где лежат эти точки) часто называют заме
чательными точками треугольника. Точку пере
сечения высот называют ортоцентром, а точку 
пересечения медиан — центром тяжести (цент
ром масс) треугольника.

ЕЗ 24,7. Центр масс
Формулы (10) и (14) обладают замечательной 

особенностью: если по этим формулам находить 
точки С и М  — концы радиус-векторов ОС и 
О М , то положение этих точек не зависит от вы
бора точки О. Действительно, точка С — это се
редина отрезка АВ, а М  — это точка пересече
ния медиан треугольника АВС.



Эта особенность формул (10) и (14) не слу
чайна: обе они являются частными случаями об
щей формулы для центра масс системы матери
альных точек. А середина отрезка и точка пере
сечения медиан треугольника являются центра
ми масс отрезка и треугольника.

Рассмотрим общий случай. Пусть задана си
стема 8  материальных точек с массами т и ..., тк, 
находящихся соответственно в точках А х, ..., А,,. 
Тогда центром масс этой системы называется 
такая точка Р, радиус-вектор которой выраж а
ется равенством

о ? -т'Т , : . : Т к- <»>
Положение этой точки не зависит от выбо

ра точки О.
Действительно, возьмем другую точку Ох и 

определим по формуле (15) положение центра 
масс Р у системы 8 . Получим:

=  туОуАу+... + ткОр\.к =  т 1(0 10+0А1)+ ... + тк(д]Ъ + ОАк) _
1 1 ту + ... + тк Шу + ...+тк

• * т,ОА,+... + ткОАк „  ■> г ?  —
= 0 ) 0  Н— — х х *= 0 , 0  + 0 Р = 0 ,Р .

1 7 П \ - Т  • , .  +  П 1 ь  1 1

Из равенства О хРу=ОуР  следует, что Р Х = Р, 
т. е. положение центра масс не зависит от выбо
ра точки О. ■

Если т х = т г= ... = тк, то центр масс Р  назы
вается центроидом точек А х, А 2, ..., А к.

Если точку О выбрать в центре масс, т. е. поло
жить 0  = Р, то, поскольку РР = 0, из равенства 
(15) получим равенство

т хРАх + ... + ткРАк = 0.' (16)
Оно позволяет дать другое определение цен

тра масс, как такой точки Р , для которой вы
полняется равенство (16).

Для системы из двух материальных точек 
(Аг, т х) и (А2, т2) равенство (16) даст известное вам 
«правило рычагов» Архимеда: т 1А 1Р = т гА2Р.

Будем теперь рассматривать переменные 
массы т х, ... ,  т к, суммарно равные единице 
(и11 +...-|-7п4 =1), которые помещены в фиксиро
ванные точки А х, ..., А к. Выясним, где может 
находиться центр масс такой системы. Если 
Ъ~2, то, положив т 2  = г, получаем, что /пг = 1  -  *

“  Геометрия, 9 кл.



и приходим к формуле (9):
ОР = (1-^)ОА^+^ОА2. Это озна
чает, что, когда т2 возрас
тает от 0 до 1, центр масс Р 
пробегает весь отрезок А ХА 2 
от А х до А 2.

Для к = 3 рассмотрим си
стему из трех материальных 
точек (А, тх), (В, т2) и (С, т3) 
в вершинах треугольника 
АВС  с условием, что т х +
+ т 2 + т 3 — 1. Если /п1  = /га2 =
= т3= \ ,  то центроид этой системы лежит в точ-

о

ке пересечения медиан треугольника АВС (фор
мула (14)). В общем же случае центр масс Р 
этой системы можно найти так.

Сначала найдем центр масс Я пары матери
альных точек (А, т х) и (В, т2) (рис. 51). Ее ра-

— тхОА+т2ОВ 
диус-вектор О Я ~ — т1+т2 ' • Если теперь наити
центр масс двухточечной системы (Я, т 1 + т 2) и 
(С, т 3), то и получим точку Р. Действительно,

(т1 + т2) ОЯ + т 3ОС = т 1ОА+ т 2ОВ+ т 3ОС = ОР.
Итак, каждой тройке неотрицательных чи

сел ( т , ,  тп2, т3), сумма которых равна единице, 
соответствует точка треугольника АВС — центр 
масс системы материальных точек (А, т х), (В, т2) 
и (С, т 3). Убедитесь, что верно и обратное 
утверждение: для каждой точки ААВС  найдет
ся такая тройка неотрицательных чисел.

Поэтому тройка неотрицательных чисел 
(т1, т2, т 3), сумма которых равна единице, на
зывается барицентрическими координатами 
точки Р треугольника АВС, радиус-вектор кото
рой выражается равенством

ОР = т хОА + т 2ОВ + т 3ОС . (17)
Продолжите эти рассуждения для к>3.

Вопросы
1. В чем состоит векторный метод решения задач?
2. Как задать в векторной форме: а) прямую; б) отрезок?
3. Какие замечательные точки в треугольнике вы знаете?

О
Рис. 51
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Задачи к § 24

©  Разбираемся в решении

»**■  3 1 Как, используя скалярное произведение, найти в данном 
треугольнике длину медианы? биссектрисы?

Решение. Пусть в треугольнике АВС, стороны которого изве
стны, проведена медиана АА,. Основным для нахождения длин 
отрезков векторным методом является равенство | а |2  = а 2, откуда
следует | о  I = \ 'а 2.   _

В нашей задаче для нахождения А А 1 запишем: А А 1=\АА1\ =
= у /Щ .

Задача будет решена, если нам удастся выразить через сторо
ны треугольника АА{.

Так как точка А х является серединой отрезка ВС, то ААг = 
= }(А В+А С).

Скалярный квадрат А А 1 получается возведением обеих частей 
этого равенства в квадрат: АА1 = [^ (А В  +А С )|2.

Раскрыв скобки и упростив записи, получим 
АА2  = (АВ + АС ))2= I  (АВ + АС )2=

= ± (А В 2+АСЧ2АВ ■ АС)=

= \  (.АВ Ч АС Ч 2АВ ■ АС • совА)=

- 1 ( сЧ Ь Ч 2 сЫ ^ ) -

(сЧЪЧЪЧс2- а 2)= \(2 Ь 2+2сг- а 2).

Тогда А А ^ ~ \ 2 Ь 2+2с2-а 2.

Такой подход к вычислению длин отрезков является типич
ным для векторного метода.

И — обратите внимание — мы опять обошлись без рисунка!

Дополняем теорию

л  I Пусть точка С делит отрезок АВ в отношении р:д, считая от точ
ки А. Докажите, что ОС = —2— О А -I- — ОВ . (О — любая точка.)р  + д р + д  '  >

Ф ■ 7 Пусть даны материальные точки (Аг, т х) и (А2, т2), ..., (А*, т к).
Моментом инерции системы этих точек относительно некоторой
точки X  назовем величину • ХА?, т. е. 1х =т1Х А \ +
+ т 2ХА1 + .. .+ т кХ А 2к. Чему равен момент инерции: а) вершин рав-
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постороннего треугольника относительно какой-либо вершины; 
середины какой-либо стороны; центра; б) вершин квадрата отно
сительно какой-либо вершины; середины стороны; центра? 
(В вершинах этих фигур находятся единичные массы.) 

д д т )  Пусть Тх — центроид системы точек А х, ..., А к, Т 2 — центроид 
системы точек В 1, ..., В„ Т 3 — центроид системы точек А и ..., 
А к, В и ..., В Докажите, что В каком отношении Т3 де
лит отрезок Т ^ з ?  Какие следствия вы можете получить из этого?

- =  Планируем

3 К ак, используя скалярное произведение, найти в данном тре
угольнике угол между: а) двумя медианами; б) медианой и бис
сектрисой?

3 В четырехугольнике известны длины двух противоположных сто
рон и угол между ними. Как найти длину средней линии, соеди
няющей середины двух других его сторон?

Находим величину

5.6 В треугольнике АВС  проведены хорды В К  и АЬ.  При этом 
АК"=-^АС, ВЬ = ~ВС.  В каком отношении делятся отрезки АЬ  и

о  О

В К  точкой Р их пересечения? Лежит ли точка Р на медиане к 
стороне АВ? Обобщите.

5.6 Пусть точка К  лежит на стороне ВА  треугольника АВС, причем
В К  = ̂ В А ,  а точка Ь лежит на стороне ВС, причем ВВ = ̂ В С .
Пусть прямая КЬ  пересекает прямую АС в точке М . а) В каком 
отношении делится точкой С отрезок АМ? Обобщите полученный 
результат, б) В каком отношении делит прямая КЬ  медиану В В ^  
Обобщите задачу.

5.6 Вершина параллелограмма соединена отрезками с серединами 
противоположных сторон. В каком отношении эти отрезки делят 
диагональ, не проходящую через данную вершину? Как можно 
обобщить эту задачу?

з Пусть Т 1 — точка пересечения медиан треугольника А 1 В 1 С1, 
а точка Т г — точка пересечения медиан треугольника А 2 В 2 С2.
Выразите Т \Т 2  через А ХА 2, В 1В 2, С,С2.

7 Укажите положение центра масс материальных точек: а) (Аи 1)
и (А2, 3); б) ( а 1 5  | )  и ( а 2, А ) ;  в )  (А„ 10) и (А2, 10).

7 Укажите положение центра масс материальных точек: а) (А1 5  1), 
(А2, 2), (А3, 3); б) (А), 5), (А2, 5), (А3, 5); в) Ц ,  | ) ,  ( а 2, | ) ,

(^з. \ ); Г) (^1* у  )> (^2» \ )> (Ли 7  ); д) (^1» )> (^2. ). (Ап )•
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Пусть точка О — центр правильного многоугольника А 1А 2...Ап, 
точка X  любая, Х О —с1, О А ^ Е .  Найдите величину Е ХА].

1 -1

Даны два правильных многоугольника А^А2...Ап и В 1В 2...Вк. Рас
стояние между их центрами й, радиусы описанных около них 
окружностей К1 и К2. Все вершины одного многоугольника соеди
нены отрезками со всеми вершинами другого, и наоборот. Чему 
равна сумма квадратов длин всех этих отрезков?

Доказываем

На отрезке АВ построены параллелограммы АВСВ и АВКВ. До
каж ите, что четырехугольник СВЬК  является параллелограм
мом. Будет ли это верно для параллелограммов в пространстве? 

2 В параллелограмме АВСВ  проведены две параллельные хорды 
А К  и СЬ (К еВ С ,  Е е НА). Докажите, что хорды В К  и ВЬ также 

__ параллельны.
2 Дана трапеция АВСВ.  Точки К  и Е лежат на боковых сторонах 

АВ  и СВ. Пусть В К :В А  = СЬ:СВ.  Докажите, что КЬ\\АВ. Про
верьте обратное.

ш п  Докажите, что диагонали ромба перпендикулярны.

Докажите, что диагонали четырехугольника перпендикулярны 
тогда и только тогда, когда суммы квадратов его противоположных 
сторон равны.
На двух противоположных сторонах квадрата как на гипотену
зах построены два равных прямоугольных треугольника — во 
внешнюю сторону и так, что прямая, соединяющая вершины их 
прямых углов, не параллельна стороне квадрата. Докажите, что 
эта прямая делит пополам эти прямые углы.

4 Дан произвольный четырехугольник, а) Докажите, что середины 
его средних линий совпадают, б) Обобщите утверждение «а» на 

_  пространство.
В Д Д  41 Докажите, что середины сторон любого четырехугольника явл я 

ются вершинами параллелограмма. Обобщите это утверждение.
■ Д В 1П П  Пусть А, В, С, В  — четыре любые точки. Известно, что АВ ■ СВ+

+АВ ■ В С -А С  ■ В В  = 0 (см. задачу 23.1). Используйте это соотно
шение для доказательства существования точки пересечения вы- 
сот треугольника или их продолжений.

5,61 Дан треугольник. Докажите, что его медиана делит пополам лю
бую хорду треугольника, параллельную стороне треугольника, к 
которой проведена медиана. Обобщите это утверждение. Проверь- 
те обратное.

^ 2 ^ 5 ,6  Докажите, что диагонали параллелограмма пересекаются и в точ
ке пересечения делятся пополам.
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5.6 В треугольнике АВС  проведена медиана В В Х. Внутри ее взята 
точка К  и через нее проведены хорды А А Х и ССХ. Докажите, что 
А ХСХ || АС. Проверьте обратное.

5.61 Докажите, что точка пересечения средних линий четырехуголь
ника лежит на прямой, соединяющей середины его диагоналей. 
Каким будет обобщение этого результата в пространстве?

5.6 В четырехугольнике АВСП точка М  лежит на АВ,  точка N  ле
жит на СП, причем А М  :АВ = ОМ -.ИС. а) Докажите, что середи
ны отрезков ВС, АП, МЫ  лежат на одной прямой, б) Докажите, 
что хорда МЫ  делит полученную среднюю линию в том же 
отношении, что и стороны.

Как можно обобщить полученные результаты?
5.6 Из точки О выходят лучи а, Ь, с. На луче а взяты точки А х и А г, 

на луче Ь — точки В х и В 2, на луче с — точки С, и С2. Пусть 
прямые А ХВ Х и А 2В2 пересекаются в точке К, прямые В ХСХ и В 2С2 
пересекаются в точке Ь, прямые СХА Х и СзА2  пересекаются в точ
ке М .  Докажите, что точки К, В, М  лежат на одной прямой. Ве
рен ли этот результат в пространстве?
Пусть точка Т — точка пересечения медиан треугольника АВС, 
а точка О произвольная. Докажите, что

ОТ < ̂  (ОА + ОВ + ОС).
О

й И З Г и ! На стороне АВ треугольника АВС взята точка С1; на стороне ВС — 
точка А х, на стороне СА — точка В х. При этом АС Х :АВ = В А Х :ВС = 
— СВХ: СА. Докажите, что точка пересечения медиан треугольни
ка А ХВ ХСХ совпадает с точкой пересечения медиан треугольника 
АВС. Проверьте обратное.

5.6 Пусть АВСП — произвольный четырехугольник. Точка Т х — точ
ка пересечения медиан треугольника АВС, точка Т2 — точка пе
ресечения медиан треугольника ВСП, точка Т3 — точка пересе
чения медиан треугольника СПА, точка Т4 — точка пересечения 
медиан треугольника ПАВ. Докаж ите, что точка пересечения 
средних линий четырехугольника АВСП и точка пересечения 
средних линий четырехугольника Т ХТ2Т 3Т4 совпадают.

Ж* 5,6 Пусть теперь АВСП — тетраэдр. Сохранив условия предыдущей за
дачи, докажите, что отрезки А Т 2, В Т 3, СТ4, Б Т Х имеют общую точ
ку и делятся этой точкой в отношении 3:1, считая от вершины.

* Ш 1  7 I Все материальные точки лежат на некоторой прямой. Докажите, 
что их центр масс лежит на той же прямой. Обобщите это ут
верждение на плоскость.

7 Пусть точка Т  — центр масс трех материальных точек А х, А г 
и А3. Пусть точка Т х — центр масс материальных точек А 2  и А3, 
точка Т 2 — центр масс материальных точек А х и А3, точка Т3 — 
центр масс материальных точек А х и А2. а) Пусть в точке Т х по
мещена масса точек А 2  и А3. Докажите, что теперь центр масс то
чек Т х и А х совпадает с исходным центром масс, б) Докажите, что 
прямая А 2Т  пересекает отрезок А ХА 3 в центре масс точек А х и А3-

24.3003
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в) Докажите, что прямые А ХТ Х и А 3Т3 пересекаются в точке Т. 
(В задачах «б» и «в» точки А х, А 2, А 3 не лежат на одной пря
мой.) Обобщите задачу.
Три материальные точки лежат в вершинах треугольника. Д ока
жите, что их центр масс лежит внутри треугольника.

Я Ш  7 I а) Используя понятие центра масс, докажите, что: 1) медианы 
треугольника имеют общую точку; 2 ) точка пересечения средних 
линий четырехугольника и середина отрезка, соединяющего се
редины его диагоналей, совпадают, б) Среди задач этого парагра
фа есть такие, которые решаются с использованием понятия цен
тра масс. Найдите сами хотя бы одну такую.
Пусть точка Т  — центр масс системы материальных точек {Аи шх), 
(А2, т 2), (А3, т3), точка X  — произвольная точка плоскости, 1Х — 
момент инерции системы относительно точки X ,  а 1Т — момент 
инерции системы относительно точки Т. Докажите, что

1 х  — 1 т+ ( т п х + т 2 + т3) Х Т 2.
Обобщите это равенство на произвольное число точек. Какие 
следствия из этой формулы вы сможете получить?
Пусть точка Т  — центроид системы точек А х, ..., А п, X  — любая

1 пточка. Докажите, что Х Т < — Б ХА,.
" ' “ 1

КЖМ 7 Пусть точка Тх — центроид системы точек А,, ..., А„, точка Т2 —
центроид системы точек В х, ..., Вп. Докажите, что:
а) ТХТ 2 = ±  I  А.В , ; б) ТХТ 2< ±  Б А Д .
Какие результаты из предыдущих задач можно отсюда получить?

Я Ш  7 I Пусть точка Т  — центроид системы точек А х, ..., Ал, а точка X
любая. Докажите, что Х Т 2 — — I  Х А 2- —, Ъ А А 2:.П 1 - 1  1 П21<! ' 1

7 I Докажите, что центр правильного многоугольника является его 
центроидом.

Исследуем

<ЙЕИ 2  I Дан треугольник АВС. Пусть точка К  лежит на АВ, а точка Ь ле
жит на АС. Пусть А К :А В = А Ь :А С .  Докаж ите, что КЬ  || ВС. 
Вычислите К Ь : ВС.

Проверьте обратные утверждения. Изменятся ли полученные 
результаты, если точки К  и Ь взяты на продолжениях сторон за 

  точки В и С? за точку А?
0 5 2  ^ Проведены две хорды полосы, концы которых лежат на ее кра

ях. Докажите, что прямая, проходящая через их середины, парал
лельна краям полосы. Обобщите задачу. Проверьте обратное.
а) В треугольнике АВС известны АВ • АС и ВА • В С . Можно ли
найти СА • СВ? б) В треугольнике АВС А А Х, В В Х и ССХ — медианы.
Пусть известны АС • ВВ, и СВ • АА, . Можно ли найти ВА • ССХ ?
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ОЖП 3 Попытайтесь установить связь между длинами диагоналей трапе
ции и длинами ее сторон.
На сторонах треугольника АВС отложены единичные векторы:
А А Х на АВ, В В Х на ВС, ССХ на СА. Возведите в квадрат сумму
А А Х + В В Х + ССХ. Ее квадрат неотрицателен. Используя это, полу
чите соотношение между косинусами углов треугольника.

3 ] Внутри треугольника взята точка. Каждая сторона треугольника
видна из нее под некоторым углом. Ясно, что хотя бы один из 
них не больше чем 120°. Какой будет аналогичная оценка углов, 
если точка берется внутри тетраэдра?

4 Из точки О выходят два неколлинеарных вектора ОА и О В . Рас
смотрим вектор О Х=аО А+(Ю В. а) Какую фигуру образуют все 
точки X ,  такие, что: 1 ) а > 0 , Р > 0 ; 2 ) а < 0 , р > 0 ; 3) а = 1 , РбП; 
4) а > 0 , Р = — 1; 5) 0 < а < 1 , (3 = 2 ?
б) Какие ограничения нужно наложить на числа а и р ,  чтобы пе
ременная точка X  заполнила: 1) треугольник АОВ; 2) паралле
лограмм; 3) полосу?

Я Ш И  I Какую фигуру образуют концы всевозможных радиус-векторов
вида ОХ + О У , где: а) точка X  фиксирована, а точка У лежит на 
отрезке АВ; б) точка X  лежит на одном из данных отрезков, а 
точка У лежит на другом; в) точка X  лежит в одном из данных 
треугольников, а точка У — в другом?
Пусть РО — средняя линия четырехугольника АВСП. Докажите,
что Р ф <  (АВ + ВС)(Р еАВ ,  ф€СП). В каком четырехугольнике
выполняется равенство? Верно ли это неравенство для простран
ственной ломаной?

П И  Пусть АВ и СП — два отрезка, точка К  делит отрезок АВ в от
ношении р : д, считая от точки А, а точка Ь делит отрезок СП в 
том же отношении, считая от точки С.

Выразите КЬ  через векторы АС и ВП. Будет ли верно это со
отношение, если данные отрезки не лежат в одной плоскости? 
Проверьте обратное утверждение. Рассмотрите частный случай, 
когда один из отрезков вырождается в точку.

& Щ Т ] На стороне АВ  треугольника АВС взята точка С1 5  на стороне ВС — 
точка А х, на стороне СА — точка В х. а) Пусть АС1:АВ = ВА1: ВС = 
= СВ1:СА = а. Докажите, что из отрезков А А Х, В В Х и ССХ можно 
составить треугольник. Проверьте обратное, б) Пусть АА1 , В В Х я 
ССХ — биссектрисы соответствующих углов треугольника АВС, я 
из них можно составить треугольник. В каком треугольнике это 
возможно? в) Составьте задачи, аналогичные задаче «б».

4 Построить треугольник, зная середины его сторон, несложно. 
(Как?) А сможете ли вы решить такую задачу для пятиугольни
ка? А для четырехугольника? Обобщите полученные результаты-

72



Четырехугольник АВСП вписан в окружность. Докаж ите, что:
а) его диагонали перпендикулярны тогда и только тогда, когда 
А В 2 + СБ2 = 4К2, где К — радиус окружности; б) середины двух 
противоположных сторон такого четырехугольника, точка пере
сечения его диагоналей и центр данной окружности являются 
вершинами параллелограмма.
Какой вид имеет четырехугольник, в котором точка пересечения 
средних линий совпадает с точкой пересечения диагоналей?

5,6: Пусть известны расстояния от точки пересечения медиан тре
угольника до его вершин и расстояния от некоторой точки плос
кости до его вершин. Достаточно ли этого, чтобы найти рассто
яние от взятой точки до точки пересечения медиан треугольни
ка? Какой будет формула для вычисления такого расстояния? 
Используя эту формулу, найдите внутри треугольника такую 
точку, что сумма квадратов расстояний от нее до вершин тре
угольника имеет наименьшее значение.
Используя условия и результат задачи 24.3, выразите момент 
инерции 1Т через расстояния между данными точками. Обобщи
те результат. Какие следствия из этой формулы вы сможете по
лучить?

Рассуждаем

Запишите в векторном виде: а) точки А и В совпадают; б) пря
мые АВ  и СП параллельны; в) точка X  леж ит на прямой АВ;
г) точка X  лежит на отрезке АВ; д) три точки М, ?У, Р лежат на 
одной прямой; е) три точки А, В, С являю тся вершинами тре
угольника; ж) точка С — середина отрезка АВ; з) точка К  лежит 
на отрезке АВ  и делит его в отношении р :
Используя скалярное произведение, запишите в векторном виде:
а) точки А  и В совпадают; б) прямые АВ  и СП перпендикуляр
ны; в) А А В 0 9 0 0, А М К Р  <90°, г) точка X  лежит на прямой АВ.
Каков геометрический смысл векторных соотношений: а) АС=ВП;
б) Р Я = к8Т ;  в) А К  = ХАВ; г) Ш /  = ̂ М К ;  д) АВ = ВС; е) АВ = -АС;
ж) А В + с В + К Ь =  0; з) \АВ +СП1 = 1ЛВ1 + 1СП1?
Каков геометрический смысл векторных соотношений: а) АВ2  = 0;
б) АВ Р0=  О ц  в)_АВ -_СГ>=\АВ\ ■ |СП1; _г) АВ ■с Ь  = -\А В \  - 1СП1;
д) о а  ов=ос ов, 1 ш 1 = 1 о в 1 = 1 о с 1 = 1 о п 1 ?

Участвуем в олимпиаде

Докаж ите, что если четырехугольники АСРН, А М В Е , А Н В Т ,  
В К Х М , СКХР  — параллелограммы, то и четырехугольник АВТЕ  — 
параллелограмм (вершины всех четырехугольников перечислены 
против часовой стрелки).

ЕЛ 1
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• § 25. Метод координат

25.1. Понятие об уравнении фигуры

Характерное свойство фигуры (множества то
чек) определяет, какие точки принадлежат фигу
ре и какие не принадлежат. Если на плоскости 
ввести систему координат, то каждая точка фи
гуры определится своими координатами. А тогда 
характерное свойство фигуры можно выразить в 
виде аналитического соотношения (уравнения 
или неравенства), которому должны удовлетво
рять координаты точек фигуры.

Возьмем, например, прямую I. Введем систему 
координат так, чтобы I стала осью х  (рис. 52, а). 
Тогда условие, что точка принадлежит прямой I, 
выразится так: ордината этой точки равна ну
лю. Подробнее: 1) если точка у 1) ^ 1, то
г/х = 0 и 2) если у точки А 2(х2, у2) ее координата 
у 2 = 0, то А 2€1.

Короче, точка М (х ,  у)&1 тогда и только тог
да, когда у = 0. Уравнение у = 0 и есть уравнение 
прямой I в выбранной системе координат.

В общем же случае говорят, что фигура Р за
дается данным уравнением в прямоугольных 
координатах, если точка принадлежит фигуре Р 
тогда и только тогда, когда координаты этой 
точки удовлетворяют данному уравнению. Это 
означает, что выполняются два условия:

1) если точка принадлежит фигуре Р, то ее 
координаты удовлетворяют данному урав
нению ;

2 ) если числа х, у удовлетворяют данному 
уравнению, то точка с такими координатами 
принадлежит фигуре Р. Второе условие можно 
выразить иначе: координаты любой точки,
не принадлежащей фигуре Р, не удовлетворяют  
данному уравнению.

Например, прямая, перпендикулярная оси х  
и проходящая через точку М  (х0, 0) на оси х, за
дается уравнением х = х 0 (рис. 52, б). (В частно
сти, ось у имеет уравнение л: = 0.) Действитель
но, каж дая точка, леж ащ ая на этой прямой, 
имеет одну и ту же координату х = х0. А любая 
точка, не лежащ ая на этой прямой, имеет дру
гое значение координаты х, нежели х0.

а)
У

Ау(х1,у1)

А 2(х2,у2) х

б)
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25.2. Уравнение окружности
Это уравнение мы выведем, используя фор

мулу расстояния между точками (п. 2 2 .6 ).
Пусть на плоскости введены прямоугольные ко
ординаты. Рассмотрим окружность радиусом г 
с центром в точке С (а, Ь). Если точка М (х ,  у) 
принадлежит окружности, то ее расстояние от 
центра равно г, т. е. МС = г (рис. 53). Это же ра
венство удобнее записать так: МС2 = г2. Выразив 
расстояние МС  через координаты точек М  и С, 
получим:

(х -  а)2 + ( у -  Ь)2 — г2. ( 1 )
Если же точка М (х ,  у) не принадлежит этой 
окружности, то М С ^ г  и ее координаты не удов
летворяют уравнению (1). Следовательно, (1) — 
это уравнение окружности. ■

Если центр окружности лежит в начале ко
ординат, то а = Ь = 0. Тогда уравнение (1) имеет 
совсем простой вид: х 2 + у 2 = г2.

25.3. Задание фигур неравенствами
Фигуры на плоскости задаются не только 

уравнениями, но и неравенствами. Например, 
на оси х  неравенство х>  а задает луч, а неравен
ства &<лг<с — отрезок (рис. 54, а).

Говорят, что фигура задается данным нера
венством в прямоугольных координатах, если 
точка принадлежит фигуре тогда и только 
тогда, когда координаты этой точки удовле
творяют данному неравенству. Например, не
равенством у>  0  задается верхняя полуплос
кость, ограниченная осью х  (рис. 54, б), а нера
венством х 2 + у 2< гг задается круг с центром 
в точке 0 (0 , 0) и радиусом г (рис. 54, в).
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25.4. Уравнение прямой
Уравнение прямой записывают по-разному. 

Например, вам уже известно векторное уравне
ние прямой (п. 24.5). При выводе этого уравне
ния мы задавали прямую I какой-нибудь ее точ
кой А и направляющим ненулевым вектором V.
Снова воспользуемся таким заданием, но теперь 
мы еще предполагаем, что на плоскости введе
ны прямоугольные координаты (рис. 55, а). 
Пусть точка А  имеет координаты (х0, у0), а век
тор о = (р, ?). Будем считать, что прямая I не 
перпендикулярна координатным осям. В этом 
случае р *  0  и

Напомним, что точка М (х ,  у)€1 тогда и толь
ко тогда, когда векторы А М  и о коллинеарны 
(п. 20.2). А это, в свою очередь, имеет место 
тогда и только тогда, когда координаты векто
ров А М  и V пропорциональны. Поскольку
А М  = ( х - х 0, у-г/о), т 0  эта пропорциональность 
выражается так:

* - * о  У - У о
р я ' ' >

И так, мы установили, что точка М (х ,  у)€1 б) 
тогда и только тогда, когда ее координаты удов
летворяют уравнению (2). Поэтому уравнение 
(2 ) является уравнением прямой I, проходящей 
через точку А(х0, у0) с направляющим вектором 
п = (р , 9 ). Часто это уравнение называют 
каноническим уравнением прямой («канон» по- 
гречески означает «правило»). ■

Уравнение (2) преобразуем к такому виду:
д ( х - х о) - р ( у - у 0) = 0. (3)

Левая часть уравнения (3) является скалярным
произведением вектора А М  = ( х -  х 0, у - у 0), и век
тора (дг, -р ) .  Само же уравнение (3) выражает 
перпендикулярность этих векторов.

Любой ненулевой вектор Я = (а, Ъ), перпенди
кулярный прямой, называется нормалью пря
мой I (рис. 55, б). (В частности, вектор (д, - р )  
тоже является нормалью прямой I.)

Положив теперь в уравнение (3) прямой I ко
эффициенты <7 = а и - р  = Ь, приходим к такому 
уравнению прямой I:

а ( х - х 0) + Ь ( у - у 0) = 0. (4)



Если уравнение (2) выражало коллинеар
ность векторов А М  = ( х - х 0, у - у 0) и н = (р, 7 ), то 
полученное из него уравнение (4) выражает пер
пендикулярность векторов А М  и п = (а, Ь).

Замечание. Уравнение (4) можно вывести и 
так: точка М (х ,  у)&1 тогда и только тогда, ког
да А М  У п ,  т. е. тогда и только тогда, когда ко
ординаты точки М  (л:, у) удовлетворяют уравне
нию (4). ■

Если в (4) раскрыть скобки и положить 
с = - а х 0-Ь у 0, то мы получим еще один вид урав
нения прямой:

ах + Ьу + с = 0. (5)
Такое уравнение называется общим 

уравнением прямой.
Наконец, если выразить у из (5) и положить 

к = — ̂  и й = - ~ ,  то придем к известной вам ли
нейной функции

у= кх  + д. (6 )
Число к — - ^ —3- называется угловым коэф

фициентом прямой I. Оно равно тангенсу угла (р 
между положительной полуосью х  и лучом пря
мой I, лежащим в полуплоскости у > 0 (рис. 55, в).

Действительно, величина к = ^  равна отноше
нию проекций направляющего вектора V на оси 
у и х .  Считаем, что # > 0  (в противном случае 
можно заменить вектор о=(р, (?) на вектор 
- д = ( - р ,  -<7 )). Отложим вектор д от точки О: 
ОУ = о (см. рис. 55, в). Разложим ОУ по осям ко
ординат: ОУ— ОУх+ ОУ^=рь+ <7 /. Теперь равенство 
^&ф = ̂  становится очевидным из рассмотрения 
прямоугольного треугольника ОУУх. И так, 

■
Все уравнения (2) — (6 ), а также уравнения 

^ — х 0 и у = у0, которыми задаются прямые, пер
пендикулярные осям координат, линейные. 
Только записаны эти линейные уравнения по- 
Разному. Общим видом линейного уравнения яв
ляется уравнение (5). При этом считается, что 
хотя бы одно из чисел а, Ь отлично от нуля.

Мы доказали, что каждая прямая в прямо
угольной системе координат задается линей-



ным уравнением. Верно такж е и обратное 
утверждение.

Теорема 31 (о линейном уравнении).

Каждое линейное уравнение в прямоуголь
ных координатах задает на плоскости прямую.

Замечание. Из этой теоремы, в частности, 
следует, что графиком линейной функции явля
ется прямая. Это утверждение известно вам из 
алгебры, но там оно не доказывалось.

Доказательство. Пусть на плоскости введены 
прямоугольные координаты х , у  и задано 
линейное уравнение (5). Покажем, что (5) задает 
на плоскости прямую.

Если Ь = 0, то а ^  0 и уравнение (5) можно за
писать так: х  = — Как мы знаем, такое уравне
ние задает прямую, перпендикулярную оси х.

Если же Ь^О, то уравнение (5) можно запи
сать в виде (6 ), где * = и <2 = - | - .  Построим 
прямую с направляющим вектором о= (-Ь , а) 
и проходящую через точку (0, й). Как доказано, 
эта прямая задается уравнением (6 ), а значит, 
и уравнением (5). ■

Замечание. Каждое линейное уравнение за
дает вполне определенную прямую на плоско
сти. Но каж дая данная прямая задается разны
ми уравнениями, как мы уже убедились. Кроме 
того, заметим, что и векторное уравнение прямой 
является линейным относительно параметра.

•  25.5. Метод координат
П рименяя метод координат, можно решать 

задачи двух видов.
1) Задавая фигуры уравнениями и выражая 

в координатах геометрические соотношения, мы 
применяем алгебру к геометрии. Так мы посту
пали, когда выражали через координаты основ
ную геометрическую величину — расстояние 
между точками (п. 2 2 .6 ), а затем когда выводи
ли уравнения окружности и прямой.

2) Пользуясь координатами, можно истолко
вывать уравнения и неравенства геометрически 
и таким образом применять геометрию к алгеб
ре и анализу. Графическое изображение функ-
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ций — первый пример такого применения мето
да координат. Другой пример — только что до
казанная теорема 31 о линейном уравнении.

Через метод координат геометрия и алгебра, 
соединяясь и взаимодействуя, дают богатые 
плоды, которые они не могли бы дать, оставаясь 
разделенными.

Если известны уравнения фигур, можно изу
чать их взаимное расположение, реш ая систе
мы соответствующих уравнений. Так, напри
мер, дайте классификацию взаимного располо
ж ения двух окружностей, рассмотрев систему 
из их уравнений (рис. 56, а). (Конечно, эту 
классификацию  можно дать и без метода ко
ординат.)

Применение метода координат в соединении 
с алгеброй составляет раздел геометрии, называ
емый аналитической геометрией. А налитичес
кая геометрия была создана в первой половине 
XVII в. в работах знаменитых французских уче
ных Р е н е  Д е к а р т а  (1596—1650) и П ь е р а  
Ф е р м а  (1601 — 1665).

Обе возможности метода координат мы пока
жем на задаче, решенной еще знаменитым древ
негреческим геометром А п о л л о н и е м  П е р г 
с к и м  (ок. 260 — ок. 170 гг. до н. э.). Методом 
координат она решается гораздо проще, чем чи
сто геометрическим методом (как, разумеется, 
и решал Аполлоний).

25.6. Окружность Аполлония
Задача. Что представляет собой множест

во точек плоскости, отношение расстояний от 
которых до двух данных точек есть величина  
достоянная?

Решение. И так, пусть даны две точки А и Б  
и некоторое положительное число к, равное от
ношению расстояний. Если к = 1, то множество
точек М , для которых ^ = 1 .  т. е. М А  = М В,  яв
ляется, как мы знаем, прямой — серединным 
перпендикуляром отрезка АВ.

Рассмотрим теперь случай, когда А 5* 1 .
Пусть, например, к = 2. Решение задачи состоит 
йз Двух этапов.

Пьер Ферма



Рис. 56

1. Вывод уравнения фигуры (множества то
чек). Введем систему прямоугольных коорди
нат. Удобно ее начало выбрать в одной из дан
ных точек, например в точке В. В качестве по
ложительной полуоси оси х  возьмем луч ВА 
(рис. 56, б). Для удобства дальнейших вычисле
ний будем считать, что точка А  имеет коорди
наты (3, 0). Возьмем точку М  (х, у), удовлетво
ряющую условию задачи, и выразим расстояния 
от нее до точек А и В по формулам (п. 22.6) 
М А2 = ( х - 3 ) 2 + у2, М В 2 = х 2 + у2. Так как по усло
вию ^  = 2, то М А 2 = 4М В 2. В координатах по
следнее равенство выражается так:

(х -  З ) 2  + у 2 = 4 (х2 + у2). (7)
Отсюда, раскрыв скобки и приведя подобные, 
получаем:

х 2 + у 2 + 2х = 3. (8 )
Выделяем полный квадрат по переменной х:

(х + \ ) 2 + у 2 = 4. (9)
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И так, точка М  (х , у) удовлетворяет условию 
Ц^ = 2  тогда и только тогда, когда ее координа
ты удовлетворяют уравнению (9). Следователь
но, искомая фигура задается уравнением (9). 
Первый этап решения задачи завершен.

2. Геометрическое истолкование выведенно
го уравнения. Нам известно (п. 25.2), что урав
нение (9) задает окружность с центром в точке 
( - 1 ,  0) и радиусом 2. Итак, если к = 2, то реше
нием задачи является эта окружность.

Попытайтесь повторить проведенные рассуж
дения и вы кладки для произвольного числа 
к А 1 , считая, что точка А имеет координаты (а, 0 ). 
В результате вы должны прийти к такому урав
нению:

(х  )2 + и2= а‘к‘\ 1-к2 ) ( 1  — к2)2
Оно задает окружность (где ее центр? Каков 

радиус?). Эта окружность и является решением 
задачи в общем случае. ■

Получить этот результат, не пользуясь коор
динатами, не так просто.

Ш 25.7. Парабола, эллипс, гипербола
Изменим формулировку задачи п. 25.6, за

менив одну из данных точек прямой. Получим 
такую задачу: что представляет собой множе
ство точек плоскости, отношение расстояний  
от которых до данной точки и данной прямой 
есть величина постоянная?

Начнем ее решать по тому же плану, что и 
задачу об окружности Аполлония.

Пусть нам заданы прямая I и точка А, не ле
ж ащ ая на этой прямой, а также некоторое по
ложительное число к. Введем систему прямо
угольных координат. Начало координат — точ
ку О — выберем в середине перпендикуляра АВ,  
опущенного на прямую I (рис. 57). Положитель
ной полуосью у считаем луч ОА.

Первая часть решения задачи заключается в 
выводе уравнения фигуры, состоящей из тех то
нок М , для которых или, что то же
самое, М А  = к\М1\. Напомним, что символом

6  Геометрия. 9 кл. 81



\М1\ обозначается расстояние от 
точки М  до прямой I, т. е. длина 
перпендикуляра МЫ, опущенного 
из точки М  на прямую I.

Положим А В = р.  Тогда точка
А  имеет координаты (0, а пря
мая I задается уравнением у =
Возьмем точку М (х ,  у), удовле
творяющую условию задачи. Так 
как точка N  имеет координаты

(*, - § ) ,  то | М11 = МЫ  = \/(у+ §  )2=

=  \ У + 2 |-

Далее, МА = у г 2 + (г /- |- )2 . Поэтому 

искомой фигуры запишется так:

\ ^ Ф - 1 Г =/гк + !

уравнение

( 10)

Оно равносильно такому уравнению:

х2 + {У~%)2 = к2{У + 1>)2- <и >
Упростив его, получим уравнение

х 2 + у 2 ( 1  - й 2 ) - ( 1  + А2) рг/ = (й2-  1 ) ^ .  ( 1 2 )

Если й = 1, то (12) еще упрощается и мы при
ходим к такому уравнению:

У - Ъ * г-(13)

Как мы знаем из курса алгебры, уравнение (13) 
задает параболу — график квадратичной функ
ции. Итак, мы доказали, что множество точек, 
равноудаленных от данной точки и данной 
прямой, является параболой.

Этот простейший случай рассматриваемой 
задачи привел к фигуре, известной из курса ал
гебры. Два других случая к<  1 и к>  1 дадут нам 
новые, не известные еще фигуры.

Итак, мы переходим ко второму этапу реше
ния задачи — построению фигуры по ее уравне
нию (12). Для простоты положим р = 2.
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Тогда уравнение (12) приводится к виду
х 2 + ( \ -  к2) у 2- 2  (1 + А2) у = к2- 1 .  (14)

Выделив полный квадрат при переменной у, по
лучим:

< 1 5 >

Сделаем замену переменных по формулам
г / 1  + к2х '= х  и у = у -  —  2 . (Эта замена соответствует

переносу начала координат в точку

направления же осей координат не меняются.) 
После такой замены уравнение (15) примет вид

х '2 + (1 - Ь 2) у ' 2= ^ г .  (16)
1  -к2 ‘

* * 2
Если к<  1, то, положив -—г5-= а 2  и 4й2

из (16) получим:
1  -к2 

=  1 .

( 1  -  к2)2 = ь2,

(17)а‘ Ь2

Фигура, заданная уравнением (17), называет
ся эллипсом (рис. 58). Эллипс похож на сжатую 
окружность.

4 к 2Если же Де > 1, то, положив
4 к 2

1  -к2= - а 2 и

(1 -й 2 ) 2  ~ ^ 2’ из получим:
у^_=1 

а2 ^  ь2 (18)

Фигура, заданная уравнением (18), называет
ся гиперболой (рис. 59). Гипербола состоит из 
двух ветвей. Эти ветви уходят в бесконечность 
вдоль двух пересекающихся прямых — асимп
тот гиперболы, сколь угодно близко приближа
ясь к этим прямым. Если асимптоты гиперболы 
взаимно перпендикулярны, то их можно вы 
брать осями координат. И тогда уравнение 
гиперболы запиш ется в уже известном вам
виде: у=* X

Имеется еще ряд важных свойств, объединя
ющих в один класс эллипсы, гиперболы и пара
болы. Например, ими исчерпываются «невы
рожденные», т. е. не сводящиеся к точке, пря
мой или паре прямых, кривые, которые задают- Рис. 59

83



ся на плоскости в декартовых координатах 
уравнением вида

В старших классах будет доказано, что эл
липс, гиперболу и параболу можно получить 
как сечение конуса плоскостью (рис. 60). Поэто
му их называют к о н и ч е с к и м и  с е ч е н и я м и .

Конические сечения изучали еще древнегре
ческие геометры, и теория конических сечений 
была одной из вершин античной геометрии. Н а
иболее полное исследование конических сечений 
в древности было проведено Аполлонием.

Конические сечения играют важную роль в 
природе. Так, по эллиптическим, параболичес
ким и гиперболическим орбитам движутся тела 
в поле тяготения (планеты и кометы вокруг 
Солнца). Замечательные свойства конических 
сечений часто используются в науке и технике, 
например при изготовлении некоторых оптичес
ких приборов или прожекторов (поверхность 
зеркала в прожекторе можно рассматривать как 
результат вращения дуги параболы вокруг оси 
параболы). Мы можем наблюдать конические 
сечения как границы тени от круглых абажуров 
(рис. 61).

З а м е ч а н и е .  Обратите внимание, что удачный 
выбор системы координат может сильно упрос
тить не только решение задачи, но и уравнение 
фигуры. Сравните, например, уравнение (19) и 
уравнение (17).

ах2 + Ьху + су2 + с1х + еу + ?=0. (19)



Вопросы
1. Что означает фраза: «Фигура Р задается данным уравнением 

(неравенством)»?
2. Что означает фраза: «Графиком данного уравнения является фи

гура Г»?
3. Какие вы знаете уравнения фигур?
4. В чем состоит метод координат? В чем его достоинства и недо

статки?
5. Приведите примеры использования метода координат.
6 . Что вы знаете о конических сечениях?

Рис. 62

Задачи к § 25

; Дополняем теорию

25.1 4 ] Докажите, что уравнением прямой, проходящей через точку (х0, у0)
с угловым коэффициентом к, является уравнение у - у 0 = к ( х - х 0).

25.2 4 ; а) Две прямые, не перпендикулярные оси х, параллельны. Дока
жите, что их угловые коэффициенты равны. Проверьте обратное.
б) Как, используя результаты, полученные в задаче «а», узнать, 
лежат ли три точки, заданные своими координатами, на одной 
прямой?
в) К акая связь между угловыми коэффициентами взаимно пер
пендикулярных прямых?
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< 3 >  Смотрим
25.3 4 Напишите уравнения прямых, проходящих через вершины мно

гоугольников (рис. 62), если: а) АВ = ВС = СА; б), в) АВСИ  — ква
драт; г) АВСБ  — ромб с углом 60°; д) АБС1) — трапеция, 
АВ = БС = С1); е) АВ = ВС = СА.

Рисуем

Нарисуйте фигуру, которая задается условием: а) х=1; б) г/ = — 3;
в) х ( х - 1 )  = 0; г) (у + 2){у + 1) = 0; д) (х-2)(г/ + 3) = 0; е) |х | = 1;
ж) 1 1 /| = 2 ; з) (х + 1 ) 2 + ( 1/ - 2 ) 2 = 0 ; и) { х - у ) ( х  + у) = 0; к) \ х у \ - 1 .  
Нарисуйте фигуру, которая задается таким условием:25.5 1,3
а) 5; 

е)

б) у > - 2; в) — 1  < дс< 0 ; г) х > 3 ,
у<-2; д) х < - 1 , 

у< 2;
ж) ху>  0 ; з) х ( х - 1 ) > 0 ;  и) х ( г / - 1 ) < 0 ;- 1 <  х <1,

- 2 <  у < 3 ;
к) (х + 2 ) ( у -  1 )> 0 ; л) |х |< 1 ;  м) \ у - 1 \ > 1 ;  н) у2 < 1 ; о) х 2 >4;

п) ^ > 0 ; р) у - \ у \ = х  + \х\

25.6 1.3 Нарисуйте фигуру, которая задается условием:
у > - х  + 1 ,

а) У > х • б)У<2х; 0)
25.7 2

у < х - 1 ,  
х< 2 .

У > - х ’ в) у< х;
Нарисуйте фигуру, заданную таким условием:

( х - 1 ) 2  + у 2 < 1 ,а) х 2 + у 2< 1; б) 1< х 2  + у 2 <4; 

д) \у\ + 2 |х |< х 2+ 1 ; е)

в)

у > \ 1 - х 2, 
у + |х |< 4 .

х 2  + ( г / - 1 )2< 1 ; г )
х 2 + у 2< 9, 
х  + у> 2;

Планируем

»ИЕ1 4 I Три вершины треугольника заданы своими координатами. Как 
составить уравнение окружности: а) описанной около треуголь
ника; б) вписанной в треугольник? Приведите примеры. 
Четырехугольник задан своими вершинами. Как узнать, являет
ся ли он выпуклым? Приведите пример. Обобщите задачу.
Две прямые заданы своими уравнениями. Как найти угол меж
ду ними? Приведите пример.

Находим величину

Найдите центр и радиус окружности, если дано ее уравнение:
а) х 2 + у 2 = 5; б) х 2 + (у + 5 ) 2  = 4; в) (х + 5)2 + ( у -  1) 2  = 2;
г) х 2- х  + у 2 = 0 ; д) х 2- х  = у - у 2; е) х 2 + у2 = а2.

►1 * 1  4  I

» щ ц  4 1
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ш  Пусть известны координаты центра окружности и ее радиус. По 
ней движется точка К. Каковы ее координаты, если радиус, про
веденный в точку К, составляет с осью х  угол ср?
Используя метод координат, выясните, сколько общих точек мо
гут иметь: а) прямая и окружность; б) две окружности.

Ф Ш Г г \  Дан квадрат АВСП со стороной 2. Чему равен радиус окружнос
ти, проходящей через: а) А, В к  середину стороны ВС; б) А, С и 
середину стороны СП; в) С, середину стороны АВ  и точку пере
сечения диагоналей; г) А, П и точку К  на стороне СВ, такую, что
С К = |  СВ?

Й Н М '2 ! В круге радиусом К две хорды АВ  и СП пересекаются в точке Р 
под прямым углом. Чему равны величины: а) РА2 + РВ2 + РС2 + РИ2;
б) ВС, если АП = а; в) АВ 2  + СП2, если расстояние от точки Р до 
центра круга равно а?

25.16 4 Чему равен угловой коэффициент прямой: а) заданной уравнением:
1) - 2 х - 3 у  = 1; 2) х = у+ 1;  3) у = -  2; 4) х= 1;  б) проходящей че
рез точки: 1 ) (0 , 1 ) и ( - 2 , 3); 2 ) (х1г у г) и (х2, у2)?
Даны точки А ( - 2, - 3 )  и В (4, 1). Найдите точку, равноудален
ную от данных точек и лежащую: а) на прямой у = - х ;  б) на 
окружности х 2 + у2 = 4.

Ищем границы

2 На диаметре данной окружности взята точка А. Расстояние от 
нее до центра равно с1. Параллельно этому диаметру проводятся 
всевозможные хорды этой окружности Р(?. В каких границах ле
жит величина АР 2 +А ф2?
Две окружности касаются извне, а) Существует ли равносторон
ний треугольник, одна вершина которого — их общая точка, 
а две другие лежат на данных окружностях? б) Чему равна его 
сторона в случае, когда радиусы обеих окружностей равны В?
в) В каких границах лежит площадь равнобедренного треуголь
ника с вершиной в общей точке обеих окружностей радиусом К 
и с основанием, параллельным линии их центров?
Пусть треугольник АВС равносторонний со стороной 1, а точка X  
любая. Вычислите минимум величины Х А 2 + Х В 2 + Х С 2. Обобщи
те задачу.
Стороны прямого угла пересекает прямая. На отрезке этой пря
мой внутри угла берется точка и из нее проводятся перпендику
ляры на стороны угла. В каких границах лежит площадь прямо
угольника, ограниченного сторонами угла и проведенными пер
пендикулярами? Как обобщить эту задачу?

о) Выводим уравнение

25.22 2  Напишите уравнение окружности: а) с центром в точке О и ра
диусом 2 ; б) с центром в точке ( - 2 , 1 ) и радиусом 3; в) с центром
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в точке ( -3 ,  0) и проходящей через точку О; г) с центром в точ
ке (0, - 2 )  и проходящей через точку ( -4 ,  1); д) с центром в точ
ке ( -5 ,  4) и касающейся оси х; е) с центром ( - 2 ,  2) и касающей
ся осей координат; ж) с центром (2 , 0 ) и касающейся прямой 
у = х.

2 Напишите уравнение окружности: а) проходящей через начало 
координат, радиус которой равен 1 ; б) проходящей через точки 
( 1 , 0 ) и ( -5 ,  0 ), радиус которой 1 0 ; в) проходящей через точки 
( - 2 , - 1 ), (3, 0 ), (0 , 1 ); г) проходящей через точки ( 1 , - 1 ), (2 , - 2 ) 
и касающейся оси у, д) проходящей через точку (2 , 1 ) и касаю
щейся осей координат; е) касающейся прямых у = ^ х  и у = 2х.

25.24 4 Напишите уравнение прямой, проходящей через точку (-2 , -1 )  и:
а) имеющей угловой коэффициент: 1 ) 2 ) - 2 ; 3) 0 ; б) не имею-и
щей углового коэффициента.

25.25 4 Напишите уравнение прямой, проходящей через точку (-2 , -3 )
и образую щ ей с осью х  угол: а) 30°; б) 45°; в) 60°; г) 90°; 
д) 120°; е) 135°; ж) 150°; з) <р. Какая из них проходит ближе к 
началу координат?

25.26 4 Напишите уравнение прямой, проходящей через точки: а) (-2 , 3)
и (3, 2); б) (3, 0) и (3, 2); в) ( - 3 ,  - 1 )  и (7, - 1 ) ;  г) (хи у х) и (х2, у 2).

25.27 4 Дана точка ( 3 , - 1 ) .  Напишите уравнение прямой, проходящей
через эту точку и: а) параллельной оси х; б) параллельной оси у,
в) образующей с осью х  угол 45°; г) образующей с осью х  угол 150°; 
д) параллельной прямой, уравнение которой у = х  + 1 ; е) перпен
дикулярной прямой, уравнение которой у = х.
П рямая задана уравнением ах + Ъу + с = 0. Напишите уравнение 
прямой, параллельной данной и проходящей через точку (х0, у0), 
не лежащую на данной прямой.
Точка А движется в системе координат по прямой у = х .  Из нее 
проведен отрезок АВ  длиной 1 по одну сторону от прямой. Н а
пишите уравнение линии, по которой движется точка В, если:
а) А В  || у; б) А В  || х\ в) прямая А В  перпендикулярна данной 
прямой.

5.6 Напишите уравнение линии, по которой движется в системе ко
ординат точка К, такая, что КА = КВ,  если: а) А(0, 0), 5 (4 , 0);
б) А(0, 3), 5 (0 , -5 ) ; в) А(1, 1), 5 ( - 1 ,  -1 ) ; г) А(2, 3), 5 ( - 4 ,  5).

5.6 Напишите уравнение линии, по которой движется в системе 
координат точка К ,  такая , что КА = 2КВ, если: а) А (0, 0), 
5 ( - 4 ,  0); б) А (3, 0), 5 (1 , 0); в) А (-1 , 2), 5 (2 , -1 ) .

ЙЯЕЯГ7 1 Даны две точки А(1, 0) и 5 ( - 1 ,  0). Напишите уравнение линии, 
по которой движется точка К, такая, что КА + КВ = 4. Решите за
дачу в общем случае.

7 Даны две точки А (1, 0) и 5 ( - 1 ,  0). Напишите уравнение линии, 
по которой движется точка К, такая, что \ К А - К В \  = 1. Решите 
задачу в общем случае.
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Доказываем

Д Е Г П  а) В квадрат вписана окружность. Докажите, что сумма ква
дратов расстояний от точки окружности до вершин квадрата не 
зависит от выбора точки. Обобщите эту задачу.

б) Решите задачу, аналогичную задаче «а», для описанной 
окружности. Обобщите ее.

ЙЯЕЫ л  I Известно, что множество точек, равноудаленных от двух данных 
точек, есть прямая. Используйте это для вывода уравнения 
прямой.

Я-
Исследуем

Окружность задана уравнением х 2 + у 2 = 21. Исследуйте положе
ние точки А  относительно данного круга, если: а) А (  1, а);
б) А (а ,  - 2 ) ;  в) А ( - а ,  - а ) .

25.37 2 Является ли уравнением окружности уравнение:
а) х 2 + у2 = а; б) х г - у 2= 1 ; в) х 3 + у 3 = 1 ; г) х 2 + у 2 = О?

2 Окружность задана уравнением (х-(-3) 2  + ( 1/ - 4 )2= 10. Пересекает 
ли эта окружность: а) ось х; б) ось у; в) прямую у = - х ;  г) пря
мую у = х  + 2 ; д) окружность х 2 + у 2= 1 ?

4 Какие фигуры, кроме прямой, может задавать уравнение 
ах + Ьу + с = 0 в зависимости от значений а, Ь, с?
Прямая задана своим уравнением. Как узнать: а) в каких точ
ках она пересекает оси координат; б) на каком расстоянии от на
чала координат она проходит?

а) Прямая задана уравнением ах+Ьу + с = 0. Дана точка А (х 0, у0). 
Надо узнать, в какой полуплоскости, ограниченной этой прямой, 
лежит данная точка. Как это сделать? Приведите пример.

б) Две прямые, заданные своими уравнениями, пересекаются. 
Дана точка А (х0, у0). Требуется узнать, в каком из углов, обра
зованных этими прямыми, находится точка А.  Как это сделать? 
Приведите пример.
По какой линии движется в системе координат точка К, если она 
равноудалена от: а) оси * и 4 (0 , 2 ); б) оси х  и В ( 0 , - 2 ); в) оси у 
и С (2 , 0 ); г) оси у  и П ( - 2 , 0 )?
Дан прямой угол О со сторонами а и Ь. По какой линии дви
жется внутри его точка К, если: а) \Ка\ = \КЬ\; б) \Ка\ = 2\КЬ\‘,
в) | КО\ = 2 |КЬ\; г) \КО\ = 2\Ка\;  д) \Ка\ + \КЬ\=1?
Точка А  движется по окружности х 2 + у 2= 1. Из каждой точки 
окружности проводится отрезок АВ  длиной 1. По какой линии 
движется точка В, если А В  проводится: а) параллельно оси у и 
вверх; б) параллельно оси х  и вправо; в) перпендикулярно ОА? 
Отрезок АВ  длиной 1 движется так, что его концы лежат на двух 
сторонах прямого угла О. По какой линии движется: а) точка С 
прямоугольника ОАСВ; б) середина этого отрезка?

5,6

ЯТТчХмь 5,6

чаши15,6

ДЧ  .'
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25.4600

25.4700

Квадрат со стороной 1 движется внутри прямого угла так, что две 
его соседние вершины находятся на сторонах угла. По каким ли
ниям движутся две другие его вершины? А как выглядит резуль
тат для других фигур, например, прямоугольника, равносторон
него треугольника?
Дан прямой угол с вершиной О. а) Рассматриваются прямоуголь
ники заданного периметра, две стороны которых лежат на сто
ронах данного угла. На какой линии будут располагаться верши
ны этих прямоугольников, лежащ ие внутри угла? б) Ответьте на 
этот же вопрос для прямоугольников постоянной площади.
Даны две точки А и В. Пусть АВ = 2. По какой линии движется 
точка К, такая, что: а) КА2- К В 2 = 1; б) К А 2 + К В 2 = 1? Обобщите 
эти задачи.

Участвуем в олимпиаде

Докажите, что квадрат радиуса окружности, описанной около 
многоугольника с вершинами в точках с целыми координатами, 
является рациональным числом.
Докажите, что на координатной плоскости нельзя нарисовать вы
пуклый четырехугольник, у которого одна диагональ вдвое длин
нее другой, угол между диагоналями равен 45°, а координаты 
каждой вершины являю тся целыми числами.
В единичной квадратной решетке берется произвольный единич
ный квадрат. Докажите, что одно из расстояний от произвольно
го узла решетки до вершин этого квадрата иррационально.
На координатной плоскости Оху  рассматриваются всевозможные 
равнобедренные треугольники ОАВ с основанием ОВ, у которых 
вершина О — начало координат, вершина А  лежит на графике 

2 # 2

функции у = ~ '2 1 1  (х>  1), вершина В лежит на оси Ох. Д окаж и
те, что прямые АВ касаются одной и той же окружности. 
Докажите, что точки пересечения парабол у = х 2 + х -  41 и х  = у 2 + 
Л -у -40 лежат на одной окружности.
Координаты вершины С (х ,у )  треугольника АВС  удовлетворяют 
неравенствам х 2 + у2< 8  + 2у, у>  3, а сторона АВ  лежит на оси аб
сцисс. Найдите наибольшее значение площади треугольника АВС, 
если известно, что точка $ ( 0 , 1 ) находится на расстоянии 1  от 
прямых АС  и ВС.
Три последовательные вершины ромба лежат соответственно на 
сторонах данного квадрата со стороной 1. Найдите площадь фи
гуры, которую заполняют четвертые вершины таких ромбов. 
Дан остроугольный треугольник АВС. На его сторонах вне его по
строены два равносторонних треугольника АВ С Х и АСВХ. Пусть К 
и В — середины сторон АСХ и В ХС, а М  — такая точка на сторо
не ВС, что В М  = ЗМС. Докажите, что углы треугольника КЬМ  
равны 90°, 60°, 30°.
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Задачи к главе IV

■ =  Планируем

а) Пусть известны координаты середин сторон треугольника. 
Как найти координаты его центроида?

б) Пусть известны координаты двух вершин треугольника 
и координаты его центроида. Как найти координаты его третьей 
вершины?

в) Составьте сами задачи, аналогичные задачам «а» и «б», ра
ботая с вершинами треугольника, серединами его сторон и цен
троидом.
На диагонали ВИ квадрата АВСБ  находится точка М .  Как найти 
точку N  на его стороне ВС, такую, что ААМЫ =90°2  (Решите 
аналитически.)

Находим величину□
Сумма единичных векторов е1г е2, е3 равна 0. Чему равно выра
жение е 1 е2+ е2е3 + ё3ех1

Ищем границы

Из всех треугольников с данным основанием и данной высотой 
к этому основанию найдите тот, около которого можно описать 
окружность наименьшего радиуса.
На стороне треугольника выбирается точка и через нее проводят
ся две хорды треугольника, параллельные его сторонам. Их кон
цы соединяются отрезком. При каком выборе исходной точки по
лученный отрезок будет иметь наименьшую длину?

о) Выводим уравнение

Известны координаты трех вершин треугольника: А ( - 2 ,  1), В(  1 , 3), 
С (2, -2 ) .  а) Напишите уравнение: 1) прямой АС; 2) медианы, 
проведенной из вершины А; 3) высоты, проведенной из верши
ны В. б) Вычислите длины отрезков в задачах «а».
Напишите уравнение окружности: а) проходящей через начало 
координат, точку ( 1 , 0 ) и касающейся окружности, уравнение 
которой х 2 + у 2 = 9; б) проходящей через точку (2, 1) и касаю
щуюся осей координат; в) описанной около треугольника с вер
шинами в точках (0, 4), (1, 2), (3, -2 ); г) вписанной в тре
угольник, ограниченный осями координат и прямой Зх + 4 у -  1 2  = 0 ;
д) с центром в точке (6 , 7) и касающейся прямой 5 х -1 2 < /-2 4  = 0.

91



и ? Доказываем

В треугольнике АВС АС = 90°, СА = СВ. Точка Ах лежит на ВС, точ
ка В 1 лежит на СА, точка Сх лежит на АВ, причем эти точки де
лят стороны в одном отношении: ВА^: А 1С=СВ1: В 1А=АС1: С,В. До- 
кажите, что СС1 ±  А 1В1, СС1= А1В1.

а) Пусть п — единичный вектор, перпендикулярный прямой I, 
К  — данная точка и А — точка на данной прямой. Докажите, что
\К1\=\п-АК\.

б) Пусть прямая задана уравнением ах+Ьу + с = 0. Докажите, 
что если вектор (а, Ъ) единичный, то расстояние от начала коор
динат до прямой равно |е |. От чего зависит знак с?

Исследуем

< 2  •

Пусть е,, е2, е3  — единичные векторы плоскости. Верно ли, что сре-
2 оди них существуют такие два, что длина их суммы не меньше чем -д ?

Выражение аЪ + сй истолкуйте как скалярное произведение двух 
векторов. Пусть при этом а2+Ъ2=с2+с12= 1. Каким теперь будет это 
истолкование?
а) Докаж ите, что \аЪ + сс1\< \ а 2 + с 2 ■ \Ъ^+(12. б) Докаж ите, что 

(а + Ь Щ -а Ь )
( 1  + а2 ) ( 1  + &2)

Найдите множество точек внутри прямого угла, таких, что:
а) сумма расстояний от них до сторон угла равна сумме величин, 
обратных этим расстояниям; б) произведение расстояний от них 
до сторон угла равно разности этих расстояний; в) разность рас
стояний от них до сторон угла равна разности величин, обратных 
этим расстояниям.
Пусть А  и В — две данные точки. Какой фигурой является мно
жество точек М , таких, что:
а) М А 2- М В 2 = с; б) М А 2- к 2М В 2 = с (к *  1);
в) М А 2 + к2М В 2 = е; г) а ■ М А 2 + Ь ■ М В 2 = с?
Пусть АВСП — квадрат. Найдите множество точек М ,  таких, что:
а) М А + МС = М В  + МП; б) А А М В  = ААМ О ;  в) А А М В  = А С М Б .

Г а1х  + Ь1у = с1,Рассмотрим систему \ . _[ а2х  + о2у — с2'
Дайте ей два различных векторных истолкования. С помощью 

векторов проведите исследование такой системы, т. е. выясните, 
когда она имеет решения и сколько решений.
К акая фигура задается векторным уравнением:
а) ( г - г 1)2 =  1; б) ( г - г , ) 2 =  ( г - г 2)2; в) г - г ^ О ;  г) г - с = 1 ?
(г* — радиус-вектор переменной ^очки  фигуры; г1, г2 — радиус- 
векторы данных точек фигуры; с — фиксированный вектор.)
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Дополнение к главе IV
Векторы и координаты 
в пространстве

Мы убедимся сейчас, что вся теория, изло
ж енная в главе IV, по существу, многомерна 
и для размерностей два (планиметрия) и три 
(стереометрия) во многом аналогична.

1. Понятие вектора
Обратимся теперь к векторам в пространст

ве. К сказанному в § 18 следует добавить поня
тие перпендикулярности направленного отрезка 
и вектора плоскости. Это понятие позволяет так 
сформулировать первый признак сонаправлен-
ности векторов в пространстве: векторы АВ
и С1 ) сонаправлены, если найдется такая плос
кость а, что, во-первых, они перпендикулярны 
этой плоскости и, во-вторых, лучи АВ и СО лежат 
по одну сторону от этой плоскости (рис. 63).

А в доказательстве того, что два вектора, со- 
направленные с третьим вектором, сонаправле
ны (теорема 23), речь пойдет не о прямых, а о 
плоскостях, перпендикулярных одной прямой 
МЫ (рис. 64). Повторите это доказательство для 
пространственного случая.

Н икаки х  других изменений в содержание 
§ 18 вносить не нужно.

Рис. 63

АВ X а  
М АП а

СХ>Х р 
м ы  х  р

Рис. 64

2. Сложение векторов и умножение  
вектора на число

В содержании § 19 и 20 для векторов в про
странстве дополнить следует лишь п. 19.6 о раз
ложении вектора на составляющие. А именно 
в пространстве каж ды й вектор можно раз
ложить (и притом единственным образом) на 
три вектора, лежащие на трех пересекающихся 
в одной точке прямых, если эти прямые не ле- 
лсат в одной плоскости (рис. 65). При разложе
нии вектора по трем пересекающимся прямым

93



а, Ь, с в пространстве мы строим параллелепи
пед, диагональю которого является данный век
тор и три ребра которого лежат на данных пря
мых.

Если прямые а, Ь, с попарно взаимно перпен
дикулярны, то составляющие вектора получают
ся, как и для плоскости, проектированием на 
эти прямые начала и конца вектора (рис. 6 6 ).

3. Координаты точки
Если на координатной плоскости положение 

точки задается упорядоченной парой чисел 
(рис. 67, а), то в пространстве, чтобы задать по
ложение точки, необходимы уже три координа
ты. Система прямоугольных декартовых коорди
нат х, у, г в пространстве задается выбором на
чала координат — точки О — и трех попарно 
взаимно перпендикулярных координатных осей 
х, у, г, проходящих через точку О (рис. 67, б). 
Ось г называют осью аппликат. Обычно ось г пред
ставляют направленной вертикально вверх, а 
координатную плоскость ху, проходящую через 
оси х  и у, — горизонтальной.
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Теперь для каждой точки М  про
странства упорядоченная тройка ее 
координат находится следующим 
образом. Точка М  проектируется в 
точки М 1, М 2, М 3 на координатные 
оси х, у, г (рис. 6 8 ). Координаты х0, 
у0, г0 этих точек на осях координат 
и составят тройку (х0, у0, г0)
координат точки М .

Точки М 3 и М 2 можно построить 
и так. Сначала проектируют точку 
М  в точку М 0 на координатную пло
скость ху  (рис. 69, а), а затем точку 
М 0 на плоскости ху  проектируют в точки М , и 
М г (рис. 69, б). Рисунок 69 более нагляден, чем 
рисунок 6 8 . Чтобы завершить построение — по
строить точку М 3, надо провести отрезок ОМ0 и 
провести отрезок М М 3 параллельно отрезку 
ОМ0 (рис. 69, в).

Заметим, что координаты точки в простран
стве — это расстояния от нее до координатных 
плоскостей, взятые с соответствующим знаком. 
Если точка М  не лежит ни в одной из коорди
натных плоскостей, то эти расстояния — длины 
ребер прямоугольного параллелепипеда, ребра
ми которого являются отрезки О М 1, ОМ2, ОМ3 
(рис. 70).

Пространство, в котором задана система пря
моугольных координат, мы будем называть коор
динатным пространством.

4. Координаты вектора. 
Расстояние между точками

Зададим в пространстве прямоугольную сис
тему координат Охуг  и обозначим единичные 
векторы координатных осей Г, }, к (рис. 71). Ко
ординатами вектора V на координатной плоско
сти ху  мы назвали в п. 2 2 . 1  его проекции Vх и иу 
на координатные оси и доказали, что

V = VXТ+V^. ( 1 )
И в пространстве координатами вектора V на

зываются его проекции их, оу, щ на координат
ные оси, и имеет место равенство

V =Vx  ̂+ VуТ+Vгк. (2)
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Проще всего убедиться в справед
ливости равенства (2 ) можно, если от
ложить вектор V от начала координат 
и разложить его по координатным 
осям:

V =ОМ  =О М 1 + ОМ 2  + ОМ 3 =
= 0хТ+иу1+игк (3)

(рис. 72). Заметим, что координаты 
ох, у„, вектора о — радиус-вектора 
точки М  — это координаты точки М  в 
заданной системе прямоугольных ко
ординат.

Если же вектор V отложен от произвольной 
точки А, т. е. V =АВ  , то его координаты Vх, оу, Vг 
выражаются через координаты 
А (х
их = хв - х А, оу = у в - у А, ог = гв - г А (рис. 73). (4)

Если вектор V отложен от начала координат:
о = О М , то его модуль (в общем случае) — это 
длина диагонали ОМ  прямоугольного параллеле
пипеда с ребрами О М х, ОМ2, ОМ3 (рис. 72). Дли
ны этих ребер равны модулям проекций Vх, иу, иг 
вектора V .  Применяя теорему Пифагора к тре
угольникам О М хМ о и ОМ0М ,  получаем, что 
ОМ2=ОМ 2х + ОМ22 + ОМ 23. Поэтому

\V\2 = V2X+V2у + V2г. ^  (5)
Поскольку модуль вектора д=АВ  — это дли

на отрезка АВ, то из равенств (4) и (5) выте
кает формула для расстояния между точками 
А ( х а, уА, гА) и  В ( х в , ув, гв):

\АВ\ = ( (х в -  х А)2 + (у в -  уА)2 + (г в -  гА)2 )0'5. (6 )

его начала
,А, уА, гА) и конца В (х в, ув, гв) по формулам

5. Скалярное умножение векторов
Скалярное произведение двух векторов в про

странстве определяется, как и на плоскости. Ис
пользуя формулу (6 ) и обобщенную теорему Пи
фагора, выводим формулу для скалярного произ
ведения векторов а (л^, у х, г х) и Ь (х2, у 2, г 2):

а ■ Ь = х хх 2 + У\Уг + г хг2. (7)
Опираясь на эту формулу, выводим свойства 

скалярного произведения, так же как в п. 23.3.
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Глава V

Преобразования

§ 26. Движения и равенство фигур
26.1. Преобразования фигур

Одна из первых задач геометрии состоит в 
том, чтобы дать точно обоснованные правила 
для построения фигур с заданными свойствами. 
Мы решали эту задачу в основном для треуголь
ников. Для более сложных фигур мы пока еще 
не имеем определения их равенства (хотя, ко
нечно, каждый может отличить равные фигуры 
от неравных). Реальные построения обычно 
предполагают построение равных фигур, в част
ности фигур, обладающих свойствами симмет
рии. Например, фасады большинства домов сим
метричны и окна на этих фасадах расположены 
в правильном порядке. Как начертить план та
кого фасада или как, начертив на плане одно из 
окон, получить на плане же изображения ос
тальных окон? Решение таких задач связано с 
преобразованием фигур.

Пусть задана некоторая фигура Р и каждой 
точке фигуры Р сопоставлена (ставится в соот
ветствие) единственная точка плоскости. Мно
жество точек, сопоставленных точкам фигуры Р, 
является некоторой фигурой Р', вообще гово
ря, отличной от Р (рис. 74). Говорят, что фигу
ра Р' получена преобразованием фигуры Р. 
Можно сказать также, что фигура Р' является 
образом фигуры Р для данного преобразования. 
Фигуру Р называют прообразом фигуры Р'.

Если X '  — точка фигуры Р ' , соответствую
щая точке X  фигуры Р, то говорят, что X '  — об
раз точки X ,  а о точке X  говорят, что она яв
ляется прообразом точки X'.
7 т.
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Приведем простой пример. Введем на плос
кости прямоугольные координаты и каждой 
точке М  (х, у) поставим в соответствие точку М' 
с координатами х '= х  и у'=ку, где постоянная 
к>  0 (рис. 75, а). Получим преобразование плос
кости, которое называется сжатием к оси х  с 
коэффициентом к. Если к>  1, то его называют 
растяжением. При таком преобразовании обра
зом окружности Р, заданной уравнением 
х 2 + у 2 = гг, будет эллипс Р', заданный уравнением
(х ' ) 2  +  ̂  ̂ =тл (рис. 75, б). Именно в этом смысле
в п. 25.7 мы и говорили, что эллипс получает
ся сжатием из окружности.

Часто два или более преобразований выпол
няют последовательно. Если фигура М  преобра
зуется в фигуру Ы, а затем фигура N  преобра
зуется в фигуру Р, то в результате получается 
преобразование фигуры М  в фигуру Р — компо
зиция двух преобразований (рис. 76). В этом 
случае если точке X  фигуры М  сопоставлена 
точка X '  фигуры Ы, а точке X '  — точка X "  ф и
гуры Р, то в итоге точке X  сопоставляется 
точка X".

Преобразования обозначаются как функции: 
запись Х '= { (Х )  означает, что преобразование /  
сопоставляет точке X  точку X ' . Так же пишут 
АГ = /(М ) — фигура N  получена из фигуры М  
преобразованием /.

Если происходит сначала преобразование /, а 
затем преобразование §, то для точек пишут
X" = ё °Н Х ) ,  т. е. Х" = ё (Х ') ,  где Х '= / ( Х ) .  Соот
ветственно для фигур пишут Р — §°^{М), а ком
позицию преобразований /  и §  обозначают сим
волом |Г°/.

Дадим еще несколько определений.

а) У 1

,М(х, у)
М \х ,  ку)

0 X

б) У, 1

М(х, у)

М'(*, ку)

\ 0 1г х

Рис. 75

Х"=ё(Х')
р

Рис. 76
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Неподвижной точкой преобразования ^ на
зывается такая точка А, что /  (А)=А. Преобразо
вание, все точки которого неподвижны, называ
ется тождественным преобразованием. Тождест
венное преобразование фигуры М  обозначается 
символом Е м.

Вместо слов «преобразование фигуры» мож
но сказать «отображение фигуры».

Если при преобразовании разным точкам фи
гуры соответствуют разные образы, то это пре
образование называют взаимно однозначным.

Введем еще одну операцию для взаимно од
нозначных преобразований. Пусть фигура N  по
лучена из фигуры М  взаимно однозначным пре
образованием /. В этом случае можно задать 
преобразование, обратное преобразованию /\ 
Оно определяется так: если при данном преоб
разовании /  точке X  сопоставляется точка X '  
(рис. 77, а), то при обратном преобразовании 
точке X '  сопоставляется точка X .  (Если бы пре
образование /  каким-то двум точкам X  и У со
поставляло одну и ту же точку X ',  то преобра
зования, обратного преобразованию /, задать 
было бы нельзя: неизвестно, какую из точек X  
или У сопоставить точке X'; рис. 77, б.)

Преобразование, обратное данному преобра
зованию /, обозначается / -1. Так что если X ' — 
= /(Х ), то X  = /~1(Х'). Поэтому / - 1 о /(Х )= Х , т. е. 
/~г°? = Е. Аналогично =

Кроме того, очевидно, что обратное обратно
му преобразованию есть данное преобразование, 
т. е. (/7"1)“1= / .  Поэтому преобразования /  и / _ 1  

называют взаимно обратными. Каждое из них 
обратно другому, и все равно, какое из них счи
тать исходным, а какое — обратным.

Преобразование, для которого существует об
ратное, называют обратимым. Оно, как мы ви
дим, характеризуется тем, что при нем разным 
точкам сопоставляются разные точки. Поэтому 
обратимость существует лишь для взаимно од
нозначных преобразований.

б) .Р

Рис. 77

26.2. Движения фигур
Самыми важными являются такие преобра

зования фигур, при которых сохраняются все 
их геометрические свойства: расстояния между
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точками, углы, площади, параллельность отрез
ков и т. д. Для этого достаточно потребовать со
хранения лишь расстояний между точками дан
ной фигуры. Тогда у фигуры сохраняются и все 
остальные геометрические свойства, поскольку 
они зависят только от расстояний.

О п р е д е л е н и е .

Преобразование фигуры, которое сохраняет 
расстояние между точками, называется д в и ж е 
н и е м  этой фигуры.

Подробнее: фигура N  получена движением фи
гуры М, если любым точкам X , У фигуры М  со
поставляются такие точки X ',  У  фигуры N,  что 
Х 'Т = Х У  (рис. 78, а).

З а м е ч а н и е .  Со словом «движение» обычно 
связывается представление о движениях реаль
ных твердых тел, когда тело меняет свое поло
жение без деформаций, т. е. без изменений рас
стояний в нем. В геометрии движение — это от
влеченный образ реальных движений. Геометри
ческую фигуру нельзя передвинуть в букваль
ном смысле слова. Рисунок на бумаге тоже 
нельзя передвинуть, это можно проделать с самой 
бумагой, но не с рисунком на ней (рис. 78, б).

Рис.

1 0 0



26.3. Свойства движений

Докажем самые важные свойства движений. 

С в о й с т в о  1 .

Т р и  т о ч к и ,  л е ж а щ и е  н а  о д н о й  п р я м о й ,  
п р и  д в и ж е н и и  п е р е х о д я т  в т р и  т о ч к и , л е ж а щ и е  
н а  о д н о й  п р я м о й ,  и  т р и  т о ч к и , н е  л е ж а щ и е  н а  
о д н о й  п р я м о й ,—  в т р и  т о ч к и , н е  л е ж а щ и е  н а  
о д н о й  п р я м о й .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть движение переводит 
соответственно точки А, В, С в точки А', В', С'. 
Тогда выполняются равенства

А'В'=АВ, А'С'=АС, В'С'=ВС. (1)
Если точки А, В, С лежат на одной прямой, 

то одна из них, например точка В, лежит меж
ду двумя другими. В этом случае АВ + ВС=АС, 
и из равенства (1) следует, что А'В'+ В'С'=А'С'. А 
это равенство означает, что точка В' лежит меж
ду точками А' и С'. Первое утверждение доказа
но. ■

Второе утверждение докажите самостоятель
но (способом от противного).

С в о й с т в о  2 .

О т р е з о к  д в и ж е н и е м  п е р е в о д и т с я  в о т р е з о к .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть концам отрезка АВ 
движение /  сопоставляет точки А' и В'. Возьмем 
любую точку X  отрезка АВ. Тогда, как и в до
казательстве свойства 1 , можно установить, что 
е е  образ — точка Х '= /  (Х) лежит между точка
ми А' и В', т. е. на отрезке А'В'. Далее, каж дая 
точка У' отрезка А'В' является образом некото
рой точки У отрезка АВ, а именно той точки У, 
которая удалена от точки А на расстояние А'У' 
(объясните почему). Следовательно, отрезок АВ 
движением /  переводится в отрезок А'В'. ■

С в о й с т в о  3 .

При движении луч переходит в луч, пря
мая — в прямую.

Эти утверждения докажите самостоятельно.



Т р е у г о л ь н и к  д в и ж е н и е м  п е р е в о д и т с я  в т р е 
у г о л ь н и к .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Треугольник АВС  заполня
ется отрезками, соединяющими вершину А  с 
точками X  противоположной стороны ВС 
(рис. 79, а). Движение сопоставит отрезку ВС 
некоторый отрезок В'С' и точке А точку А', не 
лежащую на прямой В'С'. Каждому отрезку А Х  
это движение сопоставит отрезок А ’Х ' , где точ
ка X'  лежит на В ’С'. Все эти отрезки А'Х '  запол
нят треугольник А'В’С .  В него и переходит тре
угольник АВС. Проведите это рассуждение по
дробнее. ■

Свойство 5.
Д в и ж е н и е  с о х р а н я е т  в е л и ч и н ы  у г л о в .

Подробнее: если точкам А, В, С, не лежащ им на 
одной прямой, движение сопоставляет точки А', 
В', С', то АВ'А'С' = А  ВАС.

Доказательство. В силу равенств (1) ДА'В'С' = 
= ДАВС. Поэтому А В'АС' — А  ВАС (рис. 79, б).

И так, движение сохраняет углы, а значит, и 
перпендикулярность. Поэтому высота треуголь
ника движением переводится в высоту треуголь
ника — образа. Длина высоты, как и длина ос
нования треугольника, как полагается при дви
жении, сохраняется. Значит, движение сохраня
ет площадь треугольника. И не только треуголь-

Свойство 4.

Рис. 79
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ника. Многоугольные фигуры составляются из 
треугольников, а потому справедливо такое 
свойство:

С в о й с т в о  6 .

П р и  д в и ж е н и и  с о х р а н я ю т с я  п л о щ а д и  м н о г о 
у г о л ь н ы х  ф и г у р .

Из определений движения и обратимого пре
образования непосредственно вытекает еще одно 
свойство движений:

С в о й с т в о  7 .

Д в и ж е н и е  о б р а т и м о .  П р е о б р а з о в а н и е ,  о б р а т 
н о е  д в и ж е н и ю , я в л я е т с я  д в и ж е н и е м .

Убедитесь в этом.

26.4. Равенство фигур
Свойства движений показывают, что две фи

гуры, полученные одна из другой движением, 
совершенно одинаковы. Но в геометрии вместо 
«одинаковы» говорят «равны» и дается о п р е д е 
л е н и е :

Две ф и г у р ы  р а в н ы , если между их точками 
есть соответствие, сохраняющее расстояния.

Другими словами, фигура Р' равна фигуре Р, 
если фигуру Р' можно получить некоторым дви
жением фигуры Р.

На практике сравнивают предметы, тоже 
сравнивая в них соответствующие расстояния. 
Только говорят обычно не о расстояниях, а о со
ответствующих размерах предметов. При этом в 
отличие от теории никто не сравнивает предме
ты так, чтобы каждой точке одного предмета со
поставлять точку другого предмета. На деле 
сравнивают только те расстояния между точка
ми, которые играют определяющую роль для 
этих предметов. И у геометрических фигур срав
нивают только те размеры фигуры, которые ее 
однозначно задают. Например, в четырехуголь
никах сравнивают только длины сторон и диа
гонали, а у кругов — только радиусы.

Для треугольников определяющими размера
ми служат расстояния между вершинами —



длины сторон. Поэтому равными можно на
звать треугольники, длины сторон которых со
ответственно равны. Аналогично можно было 
бы определить и равенство многоугольников.
Для них определяющими размерами будут дли
ны сторон и диагоналей. Поэтому можно дать 
определение: многоугольники равны, если равны  
их соответствующие стороны и диагонали.

Когда же мы обращаемся к произвольным 
фигурам, то неизвестно, расстояния между ка
кими точками можно считать определяющими 
эти фигуры. Поэтому в общем определении ра
венства фигур говорится о любых точках.

Вопросы
1. Приведите примеры преобразований реальных фигур.
2. В чем заключается преобразование фигуры?
3. Знаете ли вы, что такое: а) образ фигуры; б) прообраз фигу

ры; в) обратимое преобразование; г) обратное преобразование;
д) композиция преобразований; е) тождественное преобразо
вание?

4. В чем заключается движение фигуры?
5. Какие свойства фигур сохраняются при движениях?
6 . Какие фигуры называются равными?

Задачи к § 26

а  Разбираемся в решении

ЕЙ М  2  I Пусть /  — движение, А и В  — фигуры на плоскости. Докажите, что:
а) {(АГ\ В) = ?(А)Г\/(В); б) /(А и В ) = /(А) II/(В ). Верны ли эти ра
венства не только для движения?

Р е ш е н и е ,  а) Изобразим условно фигуры А  и В так, как на ри
сунке 80, а. Их общая часть — пересечение А  и В, обозначаемое 
С—А  Г) В ,— заштрихована.

Пусть в результате движения /  образом фигуры А  является 
фигура А и  т. е. А 1  = /'(А), а образом фигуры В — фигура В и  т. е. 
В 1  = /(В ). Условно изобразим фигуры А х и В х на рисунке 80, б. 
Их общая часть Сх — пересечение А а и В^ — заштрихована.

Требуется доказать, что ?(С) = С1. В этом равенстве слева 
и справа стоят множества. Чтобы доказать равенство двух мно
жеств, обычно доказывают два утверждения: 1 ) любой элемент 
из первого множества принадлежит второму множеству; 2 ) лю
бой элемент из второго множества принадлежит первому мно
жеству.
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- 4

б)

Докажем первое утверждение. Возьмем 
любую точку X  из множества С = А ПВ .
Но тогда точка X  принадлежит и множест
ву А, и множеству В. Так как точка X  при
надлежит множеству А, то ее образ X! при
надлежит множеству А, (?). Точно так же 
точка X ! принадлежит множеству В,. По
лучилось, что точка Х 1 принадлежит как 
множеству Аг, так и множеству В х. Значит, 
она принадлежит их пересечению С1.

Докажем второе утверждение. Пусть 
точка XI принадлежит множеству 
С1 = А 1 ЛВ1. Тогда она принадлежит как 
множеству А 17 так и множеству В,. Любая 
точка из множества А х является образом 
некоторой точки, принадлежащей множест
ву А, поэтому прообраз точки У\ — точка 
У— находится в множестве А. Точно так 
же он находится и в множестве В. Значит, 
точка У находится в множестве С=АПВ.

А где в доказательстве использовалось, 
что /  — движение? А если это не понадобилось, то не будет ли 
это утверждение верно не только для движений, но и для других 
преобразований?

< !>  Смотрим
Разделите на две равные части фигуру, показанную на рисунке 81.

№ Доказываем

При некотором движении /" точка А перешла в точку В, а точка 
В — в точку А. Докажите, что в результате последовательного 
двукратного выполнения этих движений (т. е. композиции / ° / )  
хотя бы одна из точек плоскости перейдет в себя.

Рис. 81
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*М М  4 I Докажите, что равны: а) две прямые; б) два луча; в) два круга 
равных радиусов; г) два квадрата с равными сторонами; д) два 
прямоугольника с соответственно равными сторонами; е) две 
полуплоскости.

Исследуем

1 I Пусть даны прямая а и некоторая фигура Р. Из каждой точки 
Х е Р  проводится перпендикуляр Х Х 0 на прямую а (Х 0 €а). 
На продолжении этого перпендикуляра за прямую а откладыва
ется точка Х х, такая, что Х 0Х 1 = 2 Х Х 0. Точкам X  ставятся в со
ответствие точки Х х, а точкам прямой а — они сами, а) Сохра
няются ли при таком преобразовании фигуры Р расстояния меж
ду соответствующими точками? б) Сохраняются ли при этом пре
образовании величины углов? перпендикулярность прямых? па
раллельность прямых? в) Пусть фигура Р — отрезок. Какой фи
гурой является ее образ? г) Пусть фигура Р — треугольник. Со
храняется ли в результате такого преобразования его ориента
ция? д) Пусть фигура Р — вся плоскость. Как найти прообраз 
некоторой точки плоскости? е) Есть ли е  э т о м  преобразовании 
неподвижные точки?

^  | Пусть в результате некоторого преобразования плоскости точка 
А \х ,  у) переходит в точку А х(хх, г/,). Ответьте на те же вопросы, 
что и в задаче 26.5, если:
а) х г = ± х ,  у г = у; б) х 1 = 2 - х ,  у х = у;
в) х г = х  + 1, у 1 = у - 1 ;  г) х х = 2х, у х = 2у; 
д) х х = у ,  У х =  Х .

1 I Дана окружность единичного радиуса. Каждой точке X  плоско
сти (за исключением О — центра окружности) поставим в соот
ветствие такую точку Х х, которая лежит на луче О Х  и при этом 
О Х х • ОХ= 1. Для такого преобразования плоскости ответьте на те 
же вопросы, что и в задаче 26.5.
При каких условиях проектирование отрезка на прямую являет
ся движением?
Из точки А  прямой а проведен отрезок АВ_1_а. Из всех точек 
отрезка АВ  проводятся в одну сторону от него параллельные от
резки до прямой а. Будет ли это преобразование отрезка А В  дви
жением?

(2 2 И  2 Дан угол со сторонами а и Ь, а луч с — его биссектриса. К а ж д о й  
точке X  луча а ставится в соответствие точка Х х луча Ь следую
щим образом: а) Х Х х ±Ь; б) из точки X  проводится перпендику
ляр к лучу а до пересечения в точке У с лучом с, а затем из точ
ки У проводится перпендикуляр УХх на Ь; в) из точки X  о п у с 
кается перпендикуляр ХУ на с, а затем из точки У опускается 
перпендикуляр УХх на Ъ. Являются ли такие преобразования 
луча а движениями?

106



2[ 2 Является ли движением такое преобразование плоскости, кото
рое каждой точке (х , у) ставит в соответствие точку: а) (х , 0 );
б) (0 , у); в) (2х, 2у); г) (2х, ±у); д) (х, -  у)-, е) ( - х ,  у); ж) (ж + 1 , у);
з) (х, 1  -у )?  Х '

2 В результате некоторого преобразования фигура перешла в себя.
Является ли такое преобразование движением?

4 Является ли движением любое преобразование фигуры Р в рав
ную ей фигуру Л ?  

йг*'Е! 4 I Найдите признаки равенства: а) ромбов; б) параллелограммов;
в) равнобоких трапеций; г) трапеций; д) произвольных четырех
угольников; е) секторов; ж) сегментов.

Рассуждаем

ДЖЕГУ1 Объясните, почему в результате движения: а) окружность пере
ходит в окружность; б) круг — в круг; в) прямая — в прямую;
г) луч — в луч; д) полуплоскость — в полуплоскость; е) угол — 
в угол; ж) сохраняется параллельность прямых; з) паралле
лограмм переходит в параллелограмм; и) квадрат — в квадрат; 
к) правильный многоугольник — в правильный многоугольник; 
л) выпуклый многоугольник — в выпуклый многоугольник. 

ЙИ№Гз1 Пусть треугольник А ХВ ХСХ получен из треугольника АВС  каким- 
то движением. В какую точку треугольника А 1 В 1 С1  переходит 
при этом движении: а) точка пересечения медиан треугольника 
АВС; б) точка пересечения биссектрис треугольника АВС; в) точ
ка пересечения высот треугольника АВС; г) центр круга, описан
ного около треугольника АВС?
Объясните, почему при любом движении круга: а) его центр пе
реходит в центр; б) точка на окружности переходит в точку на 
окружности; в) диаметр переходит в диаметр; г) дуга переходит 
в дугу; д) полукруг переходит в полукруг; е) сегмент переходит 
в сегмент; ж) сектор переходит в сектор.

Занимательная геометрия

Разделите на равные части и желательно большим числом спо
собов: а) квадрат на две части; б) круг на две части; в) крест из 
двух равных прямоугольников на две части; г) правильный ше
стиугольник на три части; д) правильный ш естиугольник на 
шесть частей, не являющ ихся треугольниками.
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•  § 2 Виды движений
Если на плоскости фигура Г' равна фигуре Р, то 
существует некоторое движение, которое перево
дит Р в Р' (согласно определению равенства фи
гур). Оказывается, что на плоскости существует 
всего лишь четыре вида движений: 1 ) парал
лельный перенос (или, короче, перенос; рис. 82, а);
2 ) отраж ение в прямой (осевая симметрия; 
рис. 82, б); 3) поворот вокруг точки (рис. 82, в);
4) «скользящее отражение», состоящее из после
довательно выполненных отражения в прямой и 
переноса вдоль этой прямой (т. е. являющееся 
композицией этих движений; рис. 82, г). Одним 
из этих движений и переводится Р в Р'.

Реальным примером фигур, полученных друг 
из друга параллельным переносом, являю тся 
одинаковые окна на фасаде дома (см. с. 9 7 ). 
Начертив на плане одно из окон, можно затем 
получить любое другое окно, сместив все точки 
первого в одном и том же направлении на одно 
и то же расстояние. Это свойство и определяет 
перенос.

Определение.
П араллельным переносом фигуры называет

ся такое ее преобразование, при котором все 
точки фигуры перемещаются в одном и том же 
направлении на одно и то же расстояние.

Подробнее: параллельный перенос произ
вольным точкам X  и У фигуры сопоставляет та
кие точки X'  и У', что направленные отрезки

27.1. Перенос

Рис. 82
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X X '  и У У  равны по длине и одинаково направ
лены, т. е. Х Х '= У У  (рис. 83, а).

Равные направленные отрезки представляют 
один и тот же вектор. Поэтому можно сказать 
так: параллельный перенос — это преобразова
ние, при котором все точки фигуры перемещают
ся на один и тот же вектор — вектор переноса. 
Параллельный перенос задается вектором пере
носа: зная этот вектор, мы знаем, в какую точ
ку перейдет любая точка переносимой фигуры.

Параллельный перенос на вектор а обознача
ется Т3.

Параллельный перенос является движением, 
которое сохраняет направления. Действитель
но, пусть при параллельном переносе точки X  и 
У перешли в точки X'  и У .  Тогда, как следует 
из определения переноса, выполняется равенство
Х Х '= У У  (рис. 83, б).

Согласно признаку равенства векторов (тео
рема 24 п. 18.4) из равенства Х Х ' = У У  следует 
равенство ХУ = Х 'У '. Поэтому, во-первых, Х'У'= 
= ХУ, т. е. параллельный перенос является дви
жением, а во-вторых, из равенства Х 'У  = Х У
следует, что Х 'У  | |  Х У  . Это означает, что па
раллельный перенос сохраняет направления. ■

Доказанное свойство параллельного переноса 
является характерным его свойством. А именно 
справедливо утверждение: движение, сохраняю
щее направления, является параллельным пере
носом. Переведите его на язы к векторов и дока
жите самостоятельно.

Рис. 83

27.2. Метод параллельного переноса
Преобразования упрощают решения многих 

геометрических задач. Основная идея метода гео
метрических преобразований в том, что фигура,
Рассматриваемая в условии задачи, преобразует
ся в такую, для которой решение становится 
Проще. Решив задачу для преобразованной фи
гуры, затем обратным преобразованием возвра
щаются к исходной фигуре.

Вместе с тем применение каждого преобразо- 
вания имеет свои особенности. Метод парал-
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а) и

В

в)

*В

Рис. 84

лельного переноса позволяет сблизить удален
ные друг от друга части фигуры и тем упрос
тить задачу.

Вот пример такой задачи: где следует пост
роить мост через реку, разделяющую пункты А  
и В,  чтобы путь 1=АР + Р(2 + ЯВ  был кратчай
шим (рис. 84, а)? Берега реки считаются парал
лельными прямыми а и Ь, а мост, естественно, 
строится перпендикулярно берегам реки.

Решение. Заметим, что длина отрезка РС} не 
зависит от положения точки Р на прямой а, 
а вектор д=РС? определяется лишь прямыми а 
и Ь (рис. 84, б). Поэтому надо найти такое поло
жение точки Р, чтобы сумма АР + фВ была наи
меньшей. Пока отрезки АР  и (?В удалены друг 
от друга. Поэтому переведем отрезок АР в поло
жение А'(Э параллельным переносом на вектор 
д. Получим ломаную А'фВ. И теперь становит
ся ясно, что длина ломаной А'(?В, а значит, 
и длина I, будет наименьшей в том случае, ког
да точки А', (?, В лежат на одной прямой 
(рис. 84, в). Итак, — точка пересечения отрез
ка А'В с прямой Ь, а Р — проекция С? на прямую а.

27.3. Отражение в прямой 
(Осевая симметрия)

Вы, конечно, знакомы с фигурами, имеющи
ми ось симметрии. Сейчас мы дадим определе
ния осевой симметрии и связанных с ней по
нятий.

Точки X  и X' называются симметричными 
относительно прямой а, и каж дая из них —
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симметричной другой точке, если а является 
серединным перпендикуляром отрезка X X '  
(рис. 85, а). Каждая точка прямой а считается 
симметричной самой себе (относительно а). Ес
ли дана прямая а, то каждой точке X  соответ
ствует единственная точка X', симметричная X  
относительно а.

Определение.
Отражением фигуры в прямой а (или осевой 

симметрией с осью а) называется такое преоб
разование этой фигуры, при котором каждой точ
ке данной фигуры сопоставляется точка, симмет
ричная ей относительно прямой а (рис. 85, б).

Отражение плоскости в прямой а обозначает
ся 8 а.

Фигура Р', полученная отражением фигуры 
Р в прямой а, называется симметричной фигу
ре Р относительно прямой а.

Поскольку симметричность точек относи
тельно прямой взаимна, то и фигура Р симмет
рична фигуре Р' относительно прямой а, т. е. Р 
и Р' симметричны относительно прямой а. 
В частности, фигура Р может быть симметрич
на сама себе относительно некоторой прямой а 
(рис. 85, в). Тогда говорят, что фигура симмет
рична относительно прямой а и что прямая а 
является ее осью симметрии.

Отражение в прямой является движением.
Чтобы доказать это, применим метод коорди

нат. Примем прямую а за ось х  прямоугольных 
координат. Тогда отражение в ней сопоставит 
точке (х , у) точку (х, - у )  (рис. 85, г).

Возьмем любые две точки А (х,, у г) и В ( х 2, у 2) 
и рассмотрим симметричные им относительно 
оси х  точки А '(х и -Ух) и В’(х2, - у 2). Вычислив 
расстояния А'В' и АВ,  получим:

а)

А'В' = \/(х 2 - х г)2 + ( - у 2 + У\)г=

= \1(х2- х 1)2 + (у2-уу)2=АВ.

Итак, отражение сохраняет расстояния, т. е. 
является движением. ■

Отражение в прямой можно наглядно пред
ставить как поворот вокруг этой прямой в про
странстве. Именно представим себе часть плос
кости с данной фигурой Р в виде пластинки, на-

а

Х  = Х '

X'

г) у

(х, у)

(-х . у)

Рис. 85
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детой на прямую а как на 
ось. Повернем пластинку 
вокруг оси а на 180° так, 
что она окажется в преж
ней плоскости (рис. 8 6 ).
Точки, лежавшие по одну 
сторону от прямой а, пе
рейдут на другую сторону 
на том же расстоянии от а.
Значит, произойдет отра
жение в прямой а. Чтобы 
получить рисунок фигуры, 
отраженной в прямой, 
можно перевернуть лист 
бумаги. Если бумага про
зрачна, то рисунок будет 
виден как отраженный.

27.4. Метод симметрии
Рассмотрим еще одну задачу о кратчайшем 

расстоянии. Сформулируем ее так:
З а д а ч а .  Две деревни А  и В  находятся по од

ну сторону от прямого шоссе а. В какой точке С на 
шоссе а надо устроить остановку автобуса, что
бы сумма расстояний АС  + СВ была кратчайшей?

Решение. Построим точку В', симметричную 
точке В  относительно прямой а (рис. 87, а). Для 
любой точки X  прямой а В Х  = В Х .  Поэтому 
А Х  + Х В = А Х  + Х В ' . Ясно, что сумма А Х  + Х В '  
становится кратчайш ей, когда X  попадает в точ
ку пересечения отрезка АВ' с прямой а. Эта точ
ка С и дает решение задачи. ■

Решенная геометрическая задача позволяет 
объяснить такие физические явления, как  отра
жение света, отскок мяча и т. п. Пусть световой 
луч АС отражается от прямой а в луч СВ

'В' Рис. 87
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(рис. 87, б). В физике рассматривают углы, ко
торые отрезки АС и ВС образуют с перпендику
ляром Ь к прямой а. По закону отражения све
та угол падения равен углу отражения. А это 
значит, что свет распространяется из точки А  
в точку В так, что путь АС + СВ, а значит, и вре
мя его прохождения будут наименьшими. Это 
так называемый принцип Ферма. Из него выте
кают все законы отражения и преломления све
та. По тому же закону происходят отскоки при 
упругих ударах (например, мячей, биллиардных 
шаров и т. п.).

Каждый представляет себе, как  повернуть 
плоский предмет вокруг какой-нибудь точки 
(например, стрелку часов), и нам нужно только 
описать это наглядное представление в поняти
ях геометрии (рис. 8 8 , а).

Пусть дана точка О. На окружности с цент
ром О можно указать два направления обхода — 
по часовой стрелке и против нее (рис. 8 8 , б). 
Этим задаются также два направления отсчета 
углов от идущих из точки О лучей — по часо
вой стрелке и против нее.

Поворот фигуры Р вокруг центра О на дан
ный угол ф(0 ° < ф <  180°) в данном направлении 
определяется так: каждой точке X  фигуры Г  со
поставляется такая точка X', что, во-первых, 
ОХ' = ОХ,  во-вторых, А Х 'О Х  = ф и, в-третьих, 
луч ОХ' откладывается от луча О Х  в заданном 
направлении (рис. 8 8 , в).

27.5. Поворот

Рис. 88

в  Геометрия, 9 кл. И З



Можно сказать, что все отрезки О Х  повора
чиваются на один и тот же угол в одну и ту же 
сторону. Если точка О принадлежит фигуре Р, 
то ей сопоставляется она сама. Точка О называ
ется центром поворота, а угол <р — углом пово
рота.

Теорема 32 (о повороте).

Поворот является движением.

Доказательство. Пусть при повороте вокруг 
точки О точкам X  и У сопоставляются точки X' 
и У'. Покажем, что Х 'У '= ХУ.

Рассмотрим общий случай, когда точки О, X , У 
не лежат на одной прямой. Тогда X X 'О У  = ХХОУ  
(рис. 89, а). Действительно, пусть угол ХОУ  от 
ОХ  к ОУ отсчитывается в направлении поворо
та. (Если это не так, то рассматриваем угол 
У ОХ.) Тогда угол между О Х  и О У  равен сумме 
угла ХОУ  и угла поворота (от ОУ к ОУ'):

Х Х О У  = ХХО У + ХУОУ. 

С другой стороны,
АХОУ' = Х Х О Х '  + X X 'О У .

( 1)

(2)
Так как Х Х О Х '  = ХУ О У  (как углы поворота), 

то из этого равенства и равенств ( 1 ) и (2 ) следу
ет, что Х Х 'О У  = Х Х О У . Кроме того, ОХ' = О Х  и 
ОУ' = ОУ. Поэтому Д Х 'О У '=Д Х О У . Следова
тельно, Х 'У  = ХУ.

Если точки X ,  О, У лежат на одной прямой, 
то отрезки ХУ и Х'У' будут либо суммой, либо 
разностью равных отрезков ОХ, ОУ и ОХ', ОУ' 
(рис. 89, б, в). Поэтому и в этом случае Х 'У  = 
= ХУ. Итак, поворот является движением. ■

б)

в)
У'

27.6. Метод поворота
Этим методом мы тоже решим задачу о наи

меньшем значении. Мы даем ей лишь геометри
ческую формулировку. Придумайте реальные 
ситуации, в которых могла бы встретиться та
кая задача:

Задача. В данном остроугольном треугольни
ке АВС найти такую точку, что сумма ее рассто
яний до вершин треугольника наименьшая.
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Решение. Возьмем в треугольнике АВС  лю
бую точку X  и рассмотрим сумму 1= ХА+ ХВ + ХС  
(рис. 90, а). Чтобы найти наименьшее значение 
этой суммы, надо построить ломаную из отрез
ков ХА, Х В , ХС. Для этого повернем А А В Х  во
круг точки А  в сторону от ААВС  на 60°. Полу
чим А А В 'Х ' = А А В Х .  Рассмотрим ломаную 
В Х 'Х С .  В ней В'Х ' = В Х  и Х 'Х  = Х А  (так как 
А А Х Х '  равносторонний). Следовательно, В 'Х ' + 
+ Х Х  + ХС = 1. И становится ясно, что I достигает 
наименьшего значения тогда, когда точки X '  и X  
лежат на отрезке В'С (заметим, что положение 
точки В' определено — она вершина равносто
роннего треугольника АВВ'; рис. 90, б). В этом 
случае углы А Х 'В '  и АХС  — внешние углы рав
ностороннего треугольника А Х Х ' . Поэтому 
А АХС = АА Х 'В ' = 120°. Так как А А Х В  = ААХ'В ',  
то А А Х В  = 120°. А тогда и А В Х С =  120°.

Итак, I достигает наименьшего значения для 
такой точки X ,  из которой все стороны тре
угольника видны под равными углами. Эту точ
ку X легко построить на отрезке В ’С, применив, 
например, параллельный перенос (рис. 90, в).

Замечание. Это решение пригодно лишь для 
треугольников, в которых все углы меньше 
120°. Подумайте, где находится искомая точка, 
если это условие не выполняется. Добавим, что 
ее иногда называют точкой Торричелли.

Рис. 90

27.7. Центральная симметрия
Особый случай представляет поворот на 180°.

Если О — центр такого поворота, то, чтобы по
строить точку X',  соответствующую точке X, до
статочно продолжить отрезок ХО  за точку О на 
отрезок ОХ' = ОХ  (рис. 91, а). Точки X и X' в 
этом случае называются симметричными отно
сительно точки О, а само преобразование —
Центральной симметрией с центром в точке О.

Центральная симметрия с центром в точке О 
обозначается 8 0.

Так как симметричность точек X и X ' отно
сительно некоторой точки О взаимна, то и сим
метричность фигур относительно точек взаимна.
А именно если фигура Р перешла при симметрии 
с Центром О в фигуру Р', то и Р' при этой сим
метрии перешла в Р (рис. 91, б). В частности,
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Рис. 91

фигура Р может быть симметрична сама себе от
носительно точки О. Тогда говорят, что фигура Р 
симметрична относительно точки О и что точка О 
является центром симметрии фигуры Р. Напри
мер, центр круга — это его центр симметрии 
(рис. 91, в), точка пересечения диагоналей па
раллелограмма — его центр симметрии (рис. 91, г).

Замечание. Конечно, центральную симмет
рию можно определить и не используя понятие 
поворота. Объясните, как это сделать.

О с н о в н о е  с в о й с т в о  ц е н т р а л ь н о й  с и м 
м е т р и и  содержится в следующем утвержде
нии: центральная симметрия является движе
нием, изменяющим направления на противопо
ложные. На язы ке векторов это значит, что ког
да точкам X  и У при центральной симметрии 
соответствуют точки X '  и У ,  то

Х У ' - - Х У .  (3)
Доказательство. Пусть при центральной сим

метрии с центром в точке О точки X  и У пере
шли в точки X'  и У  (рис. 92). Поскольку точка
О — середина отрезка X X ',  то

О Х '= -О Х . (4)
Аналогично

О У '=-О У . (5)
Находим вектор Х 'У , учитывая равенства (4) и
(5)]_

х у =ду'-ох'=-оу+ох=-(ОУ-дх)=-ху.
Равенство (3) доказано. ■

Доказанное свойство является характерным 
свойством центральной симметрии. А именно 
справедливо обратное утверждение — п р и з н а к  
ц е н т р а л ь н о й  с и м м е т р и и :  движение, изме- Рис. 92
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няющее направления на противоположные, я в 
ляется центральной симметрией.

Доказательство. Пусть /  — движение, изменя
ющее направления на противоположные. Пусть /  
переводит точку X  в точку X '  и точка О — сере
дина отрезка X X ' . Покажем, что / — симметрия 
с центром в точке О. Возьмем любую точку У, 
и пусть У  = /(У ). По условию имеет место равен
ство (3). Кроме того, так как О — середина от
резка X X ' ,  то имеет место и равенство (4). Учи
тывая (3) и (4), получаем, что
О Т  = ОХ'+  Х 'У = - О Х  -  X V = - ( О Х  + X V ) = -  О У .

Равенство ОУ' = -О У  означает, что точка О — 
середина и отрезка УУ. Так как У — любая точ
ка, то /  — симметрия с центром в точке О. я  

Замечание. Сравните этот признак централь
ной симметрии с признаком параллельного пе
реноса (п. 27.1).

Методом центральной симметрии легко реша
ется такая задача: построить отрезок, концы ко
торого лежат на данных фигурах Рх и Р2, а се
редина находится в данной точке О (рис. 93). 
Чтобы построить такой отрезок, можно постро
ить фигуру Р'2, симметричную фигуре Р2 относи
тельно точки О. Пусть А  — точка пересечения 
фигур Р ! и Р2. Тогда симметричная ей (относи
тельно О) точка В принадлежит фигуре Р2.

Поскольку точка О — середина отрезка АВ,  
то отрезок АВ  является решением задачи. ■ 

Частным случаем решенной задачи является 
такая задача: через точку А  внутри угла прове
сти отрезок, концы, которого лежат на сторо
нах этого угла, а серединой является данная  
точка А  (рис. 94). Докажите, что среди всех 
прямых, проходящ их через точку А,  прямая, 
которая содержит отрезок ВС, отсекает тре
угольник наименьшей площади.

Рис. 93

Вопросы
1. Какие вы знаете движения плоскости?
2. Что такое параллельный перенос и каковы его свойства?
3. Что такое отражение в прямой и каковы его свойства?
4. Что такое поворот и каковы его свойства?
5. Что такое центральная симметрия и каковы ее свойства?
6 . Что значат такие фразы: «Фигура имеет ось симметрии», «Фи

гура имеет центр симметрии»?
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Задачи к § 27

Дополняем теорию

»Т1И  1  I а) Докажите, что в результате переноса прямая переходит в 
прямую, ей параллельную, или в себя.

б) Даны две параллельные прямые. Каким переносом одна из 
них может быть получена из другой?

в) Даны два равных и параллельных отрезка. Каким перено
сом один из них может быть получен из другого?

г) Докажите, что в результате переноса вектор переходит в 
 равный вектор.

Д Д ’ 2  I Докажите, что перенос на вектор а = (х0, у0) записывается по форму
лам х г = х  + х 0, У! = у + у0, где (х, у) — исходная точка, а (*,, у г) — 

  ее образ.
Я Д ' 1 ' 1  Докажите, что: а) преобразование, обратное переносу, является 

переносом; б) последовательное выполнение двух переносов яв
ляется переносом.

Я Я Г 'з '1  Докажите, что: а) если прямая параллельна оси симметрии, то 
симметричная ей прямая также параллельна этой оси; б) если 
прямая пересекает ось симметрии, то симметричная ей прямая 
пересекает эту ось, причем в той же точке, что и исходная пря
мая; в) если прямая перпендикулярна оси симметрии, то она 
в результате этой симметрии совмещается сама с собой.

з в о н  Запишите в координатах: а) симметрию относительно оси х; б) сим
метрию относительно оси у; в) симметрию относительно прямой 
х  = а; г) симметрию относительно прямой у = Ь; д) симметрию от
носительно прямой у = х.

ДУЛ 3 I а) Докаж ите, что преобразование, обратное осевой симмет
рии, является осевой симметрией.

б) Докажите, что композиция двух осевых симметрий с па
раллельными осями является параллельным переносом.

в) Разложите данный перенос на композицию двух осевых 
симметрий.

М Л  5 I Докажите, что один из углов между прямой и ее образом, полу-
___ ченным в результате поворота, равен углу поворота.

М Л  5 I а) Докажите, что преобразование, обратное повороту, являет
ся поворотом.

б) Докажите, что композиция двух поворотов с общим цент
ром является поворотом. Чему равен угол этого поворота?

е д в д  5 а) Две прямые пересекаются. Докажите, что композиция двух
отражений в этих прямых является поворотом.

б) Заданный поворот разложите на композицию двух отраже
ний.

М Ы  5 I Запишите в координатах поворот вокруг начала координат на 
угол: а) 90°; б) ф.
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7 I а) Докажите, что в результате центральной симметрии пря
мая переходит в параллельную ей прямую или в себя.

б) Две прямые параллельны. Какой центральной симметрией 
одна из них получается из другой?

в) Нарисуйте два равных и параллельных отрезка. Докажите, 
что один можно получить из другого центральной симметрией. 
Докажите, что: а) преобразование, обратное центральной симме
трии, является центральной симметрией; б) композиция двух 
центральных симметрий с одним и тем же центром является 
тождественным преобразованием.

Д ЖЕ! 7 1 Запишите в координатах центральную симметрию относительно:
а) точки О; б) точки А (х0, 0); в) точки В (0, у0); г) точки С (х0, у0).

Рисуем

з  I

ДА к з 1

5 1

Нарисуйте образ куба А В СРА^ВуС^Ру в результате переноса на 
вектор: а) АА,; б) Р А }; в) Р В г.
Нарисуйте образ правильного тетраэдра АВСР  в результате пе
реноса на вектор: а) А В ; б) С Р ; в) А К , где точка К  — середи
на ВС; г) Р(Э, где точка ф — центр треугольника АВС. 
Нарисуйте симметричные относительно двух прямых: а) два от
резка; б) два многоугольника.
Нарисуйте отрезок. Нарисуйте отрезок, симметричный ему отно
сительно прямой: а) содержащей его; б) проходящей через его 
конец; в) проходящей через точку внутри его; г) параллельной 
ему; д) проходящей мимо него и не параллельной ему. 
Нарисуйте отрезок АВ. Нарисуйте его образ в результате поворота:
а) вокруг А на 120° по часовой стрелке; б) вокруг В на 60° про
тив часовой стрелки; в) вокруг середины отрезка на 45° по часо
вой стрелке; г) вокруг точки О, лежащей на серединном перпен
дикуляре к отрезку, на 90° против часовой стрелки.
Нарисуйте ломаную, которая идет по поверхности куба. Нари
суйте три проекции ломаной, центрально-симметричной данной 
относительно точки пересечения диагоналей куба.
Нарисуйте правильный тетраэдр. Нарисуйте его образ, получен
ный в результате центральной симметрии относительно: а) верши
ны; б) середины ребра; в) центра основания; г) середины отрезка, 
соединяющего вершину с центром противоположной грани. 

Составьте аналогичные задачи про куб.

Планируем

Нарисуйте систему координат, точки А (2, 2) и В (4, - 4 )  и поло
су между осью х и прямой у=  1. а) Как найти точки К  и Ь на 
краях полосы, такие, чтобы ломаная АКЬВ  была кратчайш ей?
б) Как найти координаты точек К  и Ь? в) Решите задачи «а» и 
«б» для полосы между осью х  и прямой у = -  1 .
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а) В системе координат даны две точки А (2, 1) и В (3, 3). Как 
найти точку К  на оси х,  такую, что ломаная АК В  кратчайш ая? 
Как вычислить координаты точки К  и длину этой ломаной?

_  б) Решите задачу «а» для точки Ь на оси у.
™ и  Д I а) П рямая а параллельна прямой АВ. Как найти на прямой

а точку X ,  такую, что ломаная А Х В  является кратчайшей?
б) Как вы решите задачу «а», если прямые а и АВ  не будут 

параллельными, причем отрезок АВ  будет лежать по одну сторо
ну от а?
Внутри острого угла О величиной ф взяты точки А  и В. Пусть А, 
и Л2 — проекции точки А  на стороны угла, а В, и В2 — проекции 
точки В на стороны угла. (Точки А х и В х на одной стороне, а точ
ки А 2 и  В 2 на другой.) Как найти угол между А,А2  и В ХВ 2?

Находим величину

27.25'Г | Нарисуйте отрезок АВ.  Нарисуйте его образ в результате перено
са на вектор: а) А В ; б) В А ; в) АС при условии, что точка С не
лежит на прямой АВ. Какую фигуру «заметает» при этом пере
носе отрезок АВ?  Чему равна площадь этой фигуры, если 

 АВ  =АС = 1, АСАВ = ф?
27.26 1_! Равносторонний треугольник АВС  со стороной 2 подвергается пе

реносу. Рассмотрим две фигуры: объединение Рх и пересечение 
Р2 исходного и полученного треугольников. Вычислите периметр
и площадь Рх и Р2, если перенос задан: а) вектором тгАС; б) век-
тором ВО, где О — центр треугольника.

ЩЁЕ  ̂ В результате переноса система координат с началом в точке О 
перешла в систему координат с началом в точке Ох, которая в 
старой системе координат имела координаты (2, 1). а) Какие ко
ординаты в новой системе координат будут у точки, которая 
раньше имела координаты ( -5 ,  4)? б) Какие координаты имела 
точка, которая теперь имеет координаты ( - 4 ,  -3 )?  в) Решите эту 
задачу в общем виде.

27 .2Ц П  Нарисуйте равносторонний треугольник. Отразите его от: а) сред
ней линии; б) прямой, перпендикулярной стороне и проходящей 
через середину другой стороны.

Нарисуйте объединение исходного и полученного треугольни
ков. Вычислите его периметр и площадь, если сторона треугольни- 

  ка равна 2 .
27.29 3 В круге с центром О радиусом 6  проведена хорда АВ  на рассто

янии 3 от центра. Отразите круг от прямой АВ. Нарисуйте объ
единение и пересечение исходного и полученного кругов. Вычис
лите их периметр и площадь.

НИМИ 3 I Отразите прямоугольник от прямой, проходящей через его диа
гональ. Нарисуйте объединение исходного и полученного прямо
угольников. Чему равны его периметр и площадь, если стороны 
прямоугольника равны а и Ь?
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2 7 . 3 0 ]  Нарисуйте квадрат АВСБ.  Нарисуйте его образ в результате по
ворота по часовой стрелке: а) вокруг точки А  на 135°; б) вокруг 
точки В на 90°; в) вокруг точки С на 45°; г) вокруг точки Н на 
30°; д) вокруг центра квадрата на 45°.

Пусть площадь данного квадрата равна 5. В каждом из слу
чаев «в», «г», «д» найдите площадь объединения исходного и по-

  лученного квадратов.
27.32 5 Нарисуйте равносторонний треугольник АВС. Нарисуйте его об

раз в результате поворота против часовой стрелки: а) вокруг точ
ки С на 30°; б) вокруг середины АС на 90°; в) вокруг центра тре
угольника на 30°; г) вокруг центра треугольника на 90°.

Пусть площадь данного треугольника равна 5 . В каждом слу
чае найдите площадь объединения исходного и полученного тре
угольников.

\№ к ы  5 1 Равнобедренный прямоугольный треугольник с катетом 1 повер
нули на угол 45° относительно вершины прямого угла. Чему рав
на площадь общей части исходного и полученного треуголь
ников?

Решите задачу в общем случае, рассматривая поворот на угол <р. 
Ромб с острым углом ф и стороной 1 повернули вокруг центра на 
90°. Чему равна площадь пересечения исходного и полученного 

_______ ромбов?
27.35 7 Нарисуйте треугольник, центрально-симметричный данному рав

ностороннему треугольнику относительно: а) середины высоты;
б) центра.

Пусть сторона данного треугольника равна 1. Вычислите пе
риметр и площадь пересечения и объединения исходного и полу
ченного треугольников.
В круге с центром О радиусом 4 взята точка А, удаленная от цен
тра на 2. Нарисуйте образ этого круга в результате центральной 
симметрии относительно А. Нарисуйте объединение и пересече
ние исходного и полученного кругов. Вычислите их периметры 
и площади.

Я 1

@  Выводим уравнение

В результате переноса система координат с началом в точке О пе
решла в систему координат с началом в точке О,, которая в ста
рой системе координат имела координаты (2, 1). а) Какие уравне
ния будут у тех фигур, которые раньше задавались такими урав
нениями: 1) зс = 2; 2) у = -  2; 3) у = х; 4) у - ~ 2 х  + 3; 5) х 2 + у2 = 1?
б) Какие уравнения были у тех фигур, которые теперь задаются 
уравнениями, указанными в «а»? в) Изменяются ли координаты 
вектора в результате переноса системы координат?

Решите задачи «а» — «в» в общем виде.
Рассмотрим поворот вокруг начала координат на 90°. Найдите 
образ: а) точки А ( 1 , 1 ); б) прямой х  = - 2 ;  в) прямой у  = 2х; г) пря
мой у = - х  + 1 ; д) окружности ( х -  1 ) 2  + ({/ + I ) 2  = 1 .
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►1*1! 5 I Пусть систему координат повернули на угол ф вокруг точки О.
Какими будут теперь: а) координаты точки А (1, 1); б) уравнение 
прямой у = 3; в) уравнение прямой у = -  х; г) уравнение прямой 
2л:-Зг/ = 1; д) уравнение окружности ( х - 3 ) 2  + (г/ + 2 ) 2  = 4?

№ Доказываем

►1 / 1 »? 2  1 Используя перенос, докажите свойства средней линии: а) тре- 
  угольника; б) трапеции.

5 П Г  2 Две равные окружности имеют точку касания К. Докажите, что:
а) любая прямая, пересекающая их в точке К, пересекает их по 
равным хордам; б) если / А К Б  = 90° (где точки А  и В лежат на 
разных окружностях), то отрезок АВ равен диаметру окружностей. 
Нарисуйте любой треугольник. Нарисуйте его образ при перено
се на какой-либо вектор. В результате переноса каж дая его сто
рона «заметает» некоторую площадь. Докажите, что большая из 
этих площадей равна сумме меньших. Используйте этот резуль
тат для доказательства теоремы Пифагора.

(’-ВДЁ! 2 Докаж ите, что в любой выпуклый многоугольник площади 1 
можно поместить треугольник, площадь которого не меньше чем

Сможете ли вы улучшить эту оценку?
^ График некоторой функции имеет две оси симметрии, перпенди

кулярные оси х.  Докажите, что она является периодической.
  Верно ли обратное?

Ф 222 6 Докажите, что в одной окружности равные хорды: а) равноудале
ны от центра; б) видны из центра под равными углами; в) соеди
няют концы равных дуг; г) отсекают от круга равные сегменты.

Проверьте обратные утверждения.ат  6 1 Центр окружности совпадает с центром правильного треугольни
ка, а сама она пересекает его стороны. Докажите, что получен
ные при этом хорды будут равны. Проверьте обратное. Обобщи- 
те данное утверждение.

® На отрезке АВ  выбрана точка С. По одну сторону от прямой АВ 
построены равносторонние треугольники АСК  и ВСЬ. Докажите, 
что точка С и середины отрезков КВ  и 1А  являются вершинами
равностороннего треугольника.
Даны две равные окружности. Через середину отрезка, соединя
ющего их центры, проведена прямая. Докажите, что если она ка
сается одной окружности, то касается и другой; если она пере
секает одну окружность, то пересекает и другую, причем полу
ченные хорды равны. Проверьте обратное.

МХК 7 а) Используя центральную симметрию, докажите теоремы:
1 ) о средней линии треугольника; 2 ) о средней линии трапеции;
3) о площади трапеции.

б) Докажите, что медиана треугольника меньше полусуммы 
сторон, имеющих с ней общую вершину.
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7 В треугольнике медиана и биссектриса совпадают. Используя 
центральную симметрию, докажите, что такой треугольник рав- 
нобедренный.

7 На прямой расположены точки А и А 2, А3, А4, идущие по поряд
ку возрастания номеров, причем А 1А 2 =А 3А4. Докажите, что 
для любой точки X  плоскости выполняется неравенство 
Х А 1 + Х А а> Х А 2 + Х А 3.

О Исследуем

® Ш

ДВЗН г !

О Ш 2

а) Существуют ли точки, неподвижные для данного переноса?
б) Существуют ли прямые, неподвижные для данного переноса? 

Стороны двух углов соответственно параллельны. Как располо- 
жены биссектрисы этих углов?

2 ! В выпуклом четырехугольнике средняя линия двух сторон рав
на полусумме двух других сторон. Какого вида этот четырех
угольник? Какого вида будет четырехугольник, если и другая 
средняя линия обладает тем же свойством?

а) Основания двух равнобедренных треугольников находятся 
на одной прямой, а сами они лежат по одну сторону от этой пря
мой. Существует ли прямая, которая пересекает их по равным 
хордам?

б) Оси симметрии двух равнобедренных треугольников нахо
дятся на одной прямой. Существуют ли в них два параллельных
и равных отрезка?
Внутри угла движется точка так, что: а) сумма расстояний от 
нее до сторон угла постоянна; б) разность расстояний от нее до 
сторон угла постоянна. По какой линии движется точка?

_3_! а) Есть ли у осевой симметрии неподвижные точки? непо
движные прямые?

б) Может ли композицией двух осевых симметрий быть осе
вая симметрия?
Два отрезка симметричны относительно некоторой прямой. Вер
но ли, что их концы лежат на одной окружности?
Вектор Ь получен из вектора а отражением в прямой. Как рас
положен по отношению к этой прямой вектор: а) а + Ь; б) а - Ь ?

3 I Два симметричных относительно прямой треугольника, вообще 
говоря, нельзя совместить непрерывным движением в плоскости. 
Но в некоторых случаях можно. В каких? В общем же случае 
можно данные треугольники совместить по частям, полученным 
в результате их разрезания. Как это сделать?

3 а) Из точки А (0, 2) на ось х  направлен луч света. 1) Пусть 
он отражается от нее в точке (2, 0). Пройдет ли отраженный луч 
через точку (3, 1)? через точку (5, 3)? 2) В какую точку оси х  его 
надо направить, чтобы отраж енны й луч прош ел через точку 
(2 , 2 )? через точку ( - 3 ,  3)?

б) Решите задачу «а», если дана точка А (1, 2).

ЯЗСЕГз



Даны два единичных вектора а и Ь, перпендикулярные между 
собой. Возьмем любой вектор х .  Сможете ли вы выразить через 
векторы Ь и х  вектор, симметричный вектору х  относительно 
прямой, проходящей через вектор а?
Есть ли у поворота неподвижные точки? неподвижные прямые?

Д ТгЕГз  I а) На сторонах равностороннего треугольника АВС взяты точ
ки: С, на АВ, В, на АС, А, на ВС. При этом АС1 = В А 1 = СВ1. Вер
шинами какого по виду треугольника являю тся эти точки? 
Пусть теперь проведены отрезки АА,, В В х, СС, и  т о ч к и  К, Ь, 
М  — точки пересечения этих отрезков. Вершинами какого по ви
ду треугольника являются эти точки?

б) Составьте задачу, аналогичную задаче «а», для квадрата.
в) Обобщите задачи «а» и «б» для правильного многоугольника.

1 Вокруг равностороннего треугольника описана окружность. По
ней движется точка. В любой момент времени известно расстоя
ние от нее до двух вершин треугольника. Сможете ли вы найти 
расстояние до третьей вершины?
На сторонах остроугольного треугольника АВС вне его построе
ны равносторонние треугольники АВС,, ВСА,, САВ,. а) Докажи
те, что А А х = В В 1 = СС1 и  прямые АА,, ВВ, и СС, пересекаются в 
одной точке. Пусть точка О — точка их пересечения. Сможете ли 
вы найти ОАг, если известны О В и ОС? б) Сможете ли вы восста
новить исходный треугольник, зная положение точек А ,, В,, С,? 

{ЩЁ 7 Есть ли у центральной симметрии неподвижные точки? непо
движные прямые?
Отрезки АВ и СП центрально-симметричны. Верно ли, что отрез
ки АС и ВП центрально-симметричны?
Фигура Р2 центрально-симметрична фигуре Рг. Будет ли цент
рально-симметричным их пересечение? объединение?

Строим

2  I Постройте трапецию по: а) четырем сторонам; б) основаниям и 
диагоналям.

2 I Постройте прямую, которая пересекает по равным хордам: а) два 
равных круга; б) два произвольных круга и при этом проходит 
через данную точку.

ДУЕТ 2 Постройте четырехугольник по: а) четырем сторонам и двум 
средним линиям; б) четырем углам и двум противоположным 
сторонам.

вЬмЯ 4 I Постройте треугольник с наименьшим периметром: а) одна вер' 
шина которого находится в данной точке внутри угла, а две дрУ' 
гие — на сторонах угла; б) вершины которого лежат на сторонах 
данного треугольника.
Постройте треугольник по двум сторонам и медиане к  т р е т ь е й  
стороне.
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7 Через точку внутри угла проведите такую хорду угла, которая 
делится этой точкой пополам.

7 | Через точку внутри угла проведите хорду угла, отсекающую от 
угла треугольник наименьшей площади.

Применяем геометрию

Два зеркала образуют угол. Из точки внутри его надо направить 
луч так, чтобы, отразившись от двух сторон угла, он вернулся в 
ту же точку. Как это сделать?
Некий биллиардный стол имеет острый угол ВАС. Шар, ударив
шись о его борт АВ,  а потом отразившись от него и от борта АС, 
покатился в некотором направлении. Какой угол он будет состав
лять с первоначальным направлением движения шара до того, 
как он ударился о борт АВ?
Может ли человек в карманном зеркальце увидеть себя во весь 
рост?

5 Б 2  3 ' а) При каком условии вы можете увидеть в озере отражение 
облака?

б) При каком условии вы в горизонтальном зеркале можете 
увидеть вертикальный предмет целиком?

Занимательная геометрия

Федя нарисовал равносторонний треугольник. На каждой его сто
роне он построил квадраты вне этого треугольника, а затем по
строил их центры. Вася стер этот рисунок, оставив только эти 
центры. Можно ли восстановить исходный рисунок? А если ис
ходный треугольник будет произвольным?

(27.85

Участвуем в олимпиаде

Точка М  — середина стороны ВС выпуклого четырехугольника 
АВСП, А А М В =  120°. Докажите, что АВ + 0,5ВС + СП>ПА. 
Равносторонний треугольник АВС  отражают симметрично отно
сительно одной из сторон. Полученный треугольник снова отра
жают и т. д. Докажите, что если треугольник попал на исходное 
место, то его вершины заняли исходное положение (точка А  по
пала на прежнее место, точки В и С — тоже).
На окружности выбрано 6  различных точек А, В, С, П, Е, Р так, 
что хорда АВ параллельна хорде ПВ, а хорда ПС параллельна 
хорде АР. Докажите, что хорда ВС параллельна хорде ЕР.

6  ] На сторонах треугольника АВС как  на гипотенузах строятся во 
внешнюю сторону равнобедренные прямоугольные треугольники 
АВП, ВСЕ и АСР. Докажите, что отрезки ПВ и ВР  равны и вза
имно перпендикулярны.
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л т  в I На сторонах АВ  и ВС треугольника АВС  вне его построены ква
драты А В Б Е  и ВСКЬ  с центрами О, и 0 2. Точки М 1 и М 2 — се
редины отрезков Ш, и АС. Докажите, что 0 1М 10 2М 2 — квадрат

6  I Дан правильный шестиугольник АВСБЕЕ. Точка М  — середина
отрезка СХ), точка К  — середина отрезка БЕ, Ь — точка пересе
чения отрезков А М  и ВК. Докажите, что площади треугольника 
АВЕ  и четырехугольника М И КЬ  равны, и найдите величину уг
ла между прямыми А М  и ВК. 

д и те-б !  Докажите, что если многоугольник с нечетным числом сторон 
вписан в окружность и все его углы равны, то такой многоуголь-

 ___ ник правильный.
^ 1 ® треугольнике АВС  проведена высота А В  на основание ВС. Из

вестно, что АС>АВ. Докажите, что Х )С -Л В >А С -А В .
0 2 2 ^  7 Фигура Е есть объединение всех образов треугольника АВС  при 

симметрии с центром О, где О — любая точка ломаной ВАС. 
Найдите площадь фигуры Е, если площадь треугольника АВС 
равна 5.

7 I Для каждых двух точек плоскости А и В обозначим через А*В
точку, симметричную точке А относительно точки В. Даны три 
вершины квадрата. Можно ли, применив несколько раз опера
цию *, получить четвертую вершину этого квадрата?

§ 28. Классификация движений
В этом параграфе мы докажем утверждение, 

сформулированное в начале предыдущего пара
графа: каждое движение плоскости является ли
бо переносом, либо поворотом, либо осевой сим
метрией, либо композицией осевой симметрии и 
переноса в направлении оси симметрии. Эта те
орема была доказана в XIX в. французским ма
тематиком М и ш е л е м  Ш а л е м  (1793—1880).
Для ее доказательства мы установим ряд общих 
свойств движений и введем некоторые понятия.

28.1. Теоремы о задании движений
В этом пункте мы дадим ответ на такой во

прос: образы скольких точек фигуры М  при ее 
движении достаточно задать, чтобы определи
лись образы и остальных ее точек? Оказывает
ся, что достаточно знать образы трех точек, не 
лежащ их на одной прямой. Сначала решим во
прос о единственности движения фигуры с та
ким условием.
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Теорема 33 (о единственности движения).

Пусть у двух движений ? и ё  фигуры М  об
разы некоторых трех точек А, В, С, не лежа
щих на одной прямой, совпадают, т. е. 
НА) = ё (А )  = А 1, /(В ) = ̂ (В) = В1 и П С)=ё(С) = С1. 
Тогда движения /  и ё  совпадают, т. е. 
/ ( Х ) = # ( Х )  для любой точки X  фигуры М.

Доказательство. Возьмем любую точку X  фи
гуры М.  Пусть Х ,=  /ДХ) и Х 2= §(Х ).  Покажем, 
что точки Х 1 и Х 2 совпадают. Допустим, что Х х 
и Х 2 — различные точки. Так как /  и § — дви
ж ения, то Х хА х = Х А  и  Х 2А х = Х А .  Поэтому 
А 1 Х 1 =А 1 Х 2, т . е. точка А! равноудалена от то
чек Х г и Х 2. Следовательно, точка А, лежит на 
серединном перпендикуляре отрезка Х хХ 2  — 
прямой I (рис. 95). Но точно так же можно до
казать, что и точка В х, и точка Сх лежат на пря
мой I — серединном перпендикуляре отрезка 
Х гХ 2.

Итак, мы получили, что точки А х, В 1, Сх ле
жат на одной прямой I. Это невозможно, так 
как движение /  (а такж е и §) переводит три точ
ки А, В, С, не лежащие на одной прямой, в точ
ки А х, В х, Сх, также не лежащ ие на одной пря
мой. Это противоречие получилось из-за предпо
ложения, что Х х и Х 2  — различные точки. 
И так, Х х и Х 2  совпадают, т. е. движения { 
и § совпадают. ■

Следующая теорема дает полный ответ на по
ставленный вопрос.

Теорема 34 (о задании движения).

Пусть на плоскости заданы два равных тре
угольника АВС и А 1В 1С1, причем

А ХВ Х = АВ , А ХСХ = АС, В ХСХ=ВС. (1)
Тогда существует такое движение плоскости, 
которое переводит точку А в А х, точку В в Вх, 
точку С в Сх.

Доказательство. Введем векторы и —А В , 
о=АС  , и х= А хВ х, ох= А хСх. В силу равенства тре
угольников АВС  и А ХВ ХСХ имеем равенства ска
лярных произведений:



А гВ {= А В 2, А ХС2 =АС2, А 1В 1 •А 1 С1 = А В - А С , (2)
т. е. _ _

и \ =  й 2 , д 1  =  д 2 , й 1 - V 1 =  и  • V .  ( 3 )

Пусть Р — любая точка. Разложим вектор 
АР  по прямым АВ  и АС. Получим 
А Р = А Х  +АУ  (рис. 96, а). Так как вектор А Х  
коллинеарен ненулевому вектору и, то А Х  = аи  
(по теореме 27 п. 20.2). Аналогично АУ  =|Зо. 
Поэтому

АР = сш + Ро. (4)
Тем самым каждой точке Р с помощью век

торов и и о мы поставили в соответствие пару 
чисел (а , Р). Эту пару чисел называют коорди
натами точки Р в косоугольной системе коорди
нат А, й ,  V с началом в точке А  и координатны
ми векторами и и о. В этой системе точке А  со
ответствует пара (0, 0), точке В  — пара (1, 0), 
точке С — пара (0, 1).

Искомое преобразование плоскости теперь 
зададим так. Рассмотрим на плоскости вторую 
косоугольную систему координат А г, и х, щ. Со
поставим каждой точке Р, имеющей в первой 
системе координаты (а , Р), точку Р1г имеющую 
во второй системе ту же пару координат (а , р) 
(рис. 96, б). Это значит, что от точки А х мы от
кладываем вектор

А^РХ= а ^  + Рщ (5)
и его конец — точку Р, — сопоставляем точке Р.

Итак, задано преобразование /  всей плоско
сти. Для этого преобразования А 1=?(А), 
В 1=?(В), СХ= /(С ) . Докажем, что /  — дви
жение.

Возьмем любые две точки Р л  и соответст
вующие им точки Р Х= / ( Р )  и (?!= /(<?). Пусть
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АР  = сш + ро, Аф = уи + 8 о. Тогда

КА 1 Р 1 = а й 1  + Ро1, А,<2, = 7 0 1  + 8 0 , и
РЯ = (у -а )и  + (6-Р )о , Р 1$ 1 = (7 -а )Й 1 + (8 -р )о 1.(6)

Возведя эти равенства в скалярный квадрат, 
получим:

-Р©2 = ( у - « ) 2н2 + (6 -Р )2172 + 2 (у -а ) (8 -Р )  й -д  (7) 
и

Р & \  = (У- а) 2и\ + (8 -  Р) 2о? + 2 (у - а) (8 -  Р) щ ■ дх. (8)
Ввиду равенств (3) соответствующие слагае

мые в правых частях равенств (7) и (8 ) равны,
т. е. РЯ2 = Р~М. Но Р &  = РЯ2 и По
этому Р & ^ Р Я ,  т. е. /■ — движение. ■

28.2. Замечание о распространении 
движения

Теоремы 33 и 34 позволяют движение /  лю
бой плоской фигуры М  распространить на всю 
плоскость. Подробнее: найдется такое движение 
8 плоскости, которое совпадает с /  на всех точ
ках фигуры М ,  т. е. § (Х ) = / (Х )  для любой точ
ки X  фигуры М.

Действительно, возьмем любые три точки А, 
В, С фигуры М ,  не лежащ ие на одной прямой. 
(Если их нет, т. е. М  лежит на одной прямой, 
то возьмем две различные точки А и В фигуры М  
и любую точку С, не лежащую на прямой АВ.) 
Пусть А 1 = !  (А), В, = !  (В) и С, = У (С). (Если М  ле
жит на прямой, то точку Сх выберем так, чтобы 
треугольник А^^С^  был равен треугольнику АВС.) 
Применив теорему 34, рассмотрим движение 
плоскости 8, которое переводит треугольник АВС 
в треугольник АуВ^Сг. По теореме 33 движения 
1 и 8 совпадают на фигуре М . ш

28.3. Теорема Шаля
Сначала отметим простое, но важное свойст

во движений: к о м п о з и ц и я  д в у х  д в и ж е н и й  я в л я 
ется д в и ж е н и е м .

Действительно, пусть движением /  фигура М  
переводится в фигуру М и а затем фигура М 1 пе

9  Геометрия, 9 кл. 129



реводится в фигуру М 2 движением §. В резуль
тате преобразование я ° /  переведет фигуру М  
в фигуру М 2. И при движении /, и при движе
нии § расстояния не изменялись. Значит, они 
и в итоге для преобразования не измени
лись, т. е. — движение. ■

Т е о р е м а  3 5  (о классификации движений).

К а ж д о е  д в и ж е н и е  н а  п л о с к о с т и  я в л я е т с я  
л и б о  п е р е н о с о м ,  л и б о  п о в о р о т о м ,  л и б о  с к о л ь 
з я щ и м  о т р а ж е н и е м ,  т .  е . к о м п о з и ц и е й  о с е в о й  
с и м м е т р и и  и  п е р е н о с а  в  н а п р а в л е н и и  о с и  с и м 
м е т р и и .

З а м е ч а н и е .  В формулировку теоремы мы не 
включаем осевую симметрию, так как  осевая 
симметрия является частным случаем скользя
щего отражения, когда вектор переноса нуле
вой. Аналогично частными случаями поворота 
являются тождественное движение и централь
ная симметрия — повороты на угол в 0 ° и на 
угол 180°.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Теорему можно доказывать 
для случая, когда перемещаемая фигура — вся 
плоскость. Если же это не так, то согласно за
мечанию в п. 28.2 рассматриваемое движение 
распространяем на всю плоскость.

Пусть /  — заданное движение плоскости. 
Возьмем такую точку А, что точка В = /(А ) не 
совпадает с А. (Если /ДА)=А для всех точек, то 
/  — тождественное движение, т. е. поворот на 
0°.) И так, пусть В ^ А .  Затем возьмем точку 
С = /(В ).  Так как /  переводит точки А и В в точ
ки В и С, то АВ = ВС.

Для точек А, В, С возможны три случая их 
расположения:

1) А, В, С — вершины равнобедренного тре
угольника с основанием АС — общий случай 
(рис. 97, а).

2) Точка В — середина отрезка АС (рис. 97, б).
3) Точка С совпадает с точкой А (рис. 97, в).
Возьмем еще какую-нибудь точку В, не ле

жащую на прямой АВ, и пусть точка В Х = /(В ). 
Тогда треугольник АВВ равен треугольнику 
ВСВХ. Когда точки А, В, С не лежат на одной 
прямой, точку В берем вне угла АВС достаточно 
близко к середине отрезка АВ так, чтобы тре-

б)
А В

в) В

Рис. 97

Рис. 98

130



угольники АВВ и В С 0 1 не имели других общих 
точек, кроме вершины В, для обоих случаев 
расположения треугольника ВСВ,, указанных 
на рисунке 98, а и б.

а) Рассмотрим случай, соответствующий ри
сунку 98, а — треугольник В В ^  вне угла АВС. 
Пусть точки К  и Ь — середины отрезков АВ  и 
ВС. Проведем серединные перпендикуляры р и д  
отрезков АВ  и ВС. Они пересекутся в точке О 
(рис. 99, а).

Поворот / г вокруг точки О на угол ф=АКОЬ 
переводит треугольник АВВ в треугольник ВСВХ. 
По теореме единственности движ ения (теоре
ма 33) получаем, что движения /  и 
совпадают, т. е. в рассматриваемом случае /  яв
ляется поворотом.

б) Рассмотрим случай, соответствующий ри
сунку 99, б — треугольник ВСВ, внутри угла 
АВС. В этом случае треугольник АВВ можно 
сначала перевести в треугольник А 'В 'В ' перено
сом на вектор КЬ  (рис. 99, б), а затем отраже
нием в прямой КЬ  треугольник А В В 'перевести  
в треугольник ВСВ,. Следовательно, треуголь
ник АВВ переводится в треугольник ВСВ, 
скользящ им отражением — композицией пере
носа на вектор КЬ  и отражения в прямой КЬ. 
Снова, ссылаясь на теорему единственности, по
лучаем, что /  в этом случае является скользя
щим отражением.

Пусть точка В — середина отрезка АС. Тогда 
снова есть две возможности для расположения 
треугольника ВСВ, — они указаны на рисунке 
100, а и б. В первом случае, когда треугольни
ки АВВ и ВСВ, лежат по одну сторону от пря
мой АВ, треугольник АВВ переводится в тре
угольник ВСВ, переносом на вектор АВ . В этом
случае движение /  — перенос на вектор АВ . Ес
ли же треугольники АВВ и ВСВ, лежат по раз
ные стороны от прямой АВ, то треугольник АВВ 
переводится в треугольник ВСВ, переносом на
вектор АВ в композиции с отражением в пря
мой АВ. В этом случае /  — скользящ ее отра
жение.

Наконец, если точки С и А совпадают, 
то снова возможны два случая расположения 
треугольников АВВ и ВСВ,: по одну сторону от

а) В

а)
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прямой АВ  (рис. 101, а) и по разные стороны от 
прямой АВ  (рис. 101, б). В первом из этих слу
чаев треугольник АВП переводится в треуголь
ник ВС Ь1 симметрией относительно серединно
го перпендикуляра отрезка АВ  — прямой I. 
В этом случае 1 — симметрия относительно пря
мой I.

Во втором случае треугольники А В Б  и ВСОг 
симметричны относительно середины отрезка 
АВ  — точки О. В этом случае /  — симметрия 
относительно точки О, т. е. поворот на 180° во
круг точки О.

Мы рассмотрели все возможные случаи и 
полностью доказали теорему Шаля.И

Убедитесь, что осевая симметрия 5 А и пере
нос Т7 на вектор V , параллельный оси а ,  ком
позицией которых является некоторая скользя
щая симметрия, перестановочны, т. е. 5Л° Ту = 
= Ть-°8а.

28.4. Неподвижные точки движении
Важной характеристикой движений плоско

сти является множество его неподвижных то
чек. Оно устроено просто, и могут представить
ся лиш ь следующие четыре случая:

1) У д в и ж е н и я  н е т  н е п о д в и ж н ы х  т о ч е к .  Та
кими движениями являются перенос на ненуле
вой вектор и скользящее отражение с ненуле
вым вектором переноса.

2) Д в и ж е н и е  и м е е т  е д и н с т в е н н у ю  н е п о д в и ж 
н у ю  т о ч к у .  Такое движение плоскости является 
поворотом вокруг этой точки.

3 )  М н о ж е с т в о  н е п о д в и ж н ы х  т о ч е к  д в и ж е н и я  
п л о с к о с т и  я в л я е т с я  п р я м о й .  Такое движение яв
ляется симметрией относительно этой прямой.

4 )  М н о ж е с т в о м  н е п о д в и ж н ы х  т о ч е к  д в и ж е н и я  
п л о с к о с т и  я в л я е т с я  в с я  п л о с к о с т ь . В этом случае 
движение — тождественное преобразование.

Случаи 2 и 3 дают характерные свойства по
ворота и осевой симметрии. Поэтому поворот 
можно определить как движение, имеющее 
единственную неподвижную точку. А осевую 
симметрию можно определить как движение, 
множество неподвижных точек которого являет
ся прямой.
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28.5. Два рода движений. 
Ориентация

Рис. 103

Вам, наверное, не раз приходилось совме
щать два одинаковых плоских предмета (напри
мер, два угольника или два чертежных шабло
на; рис. 102, а). И вы, конечно, заметили, что 
иногда их можно совместить, просто перемещая 
по плоскости, а иногда для совмещения один из 
предметов еще необходимо перевернуть 
(рис. 102, б). Эти два случая соответствуют тому, 
что все движения на плоскости разбиваются на 
два класса. Те движения, которые могут быть 
реализованы непрерывными перемещениями, 
называются д в и ж е н и я м и  п е р в о г о  р о д а .  К ним 
относятся перенос и поворот. Действительно, пе
ренос фигуры Р на вектор V является результа
том переносов фигуры Р на векторы 1д, где па
раметр I возрастает от 0 до 1 (рис. 103, а).

Аналогично поворот фигуры Р вокруг точки 
О на угол ф является результатом поворотов во
круг точки О на угол *ф, где снова параметр I 
возрастает от 0 до 1 (рис. 103, б).

Рис. 102
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Получить же скользящую симметрию как ре
зультат перемещений на плоскости нельзя. Н а
пример, если равные разносторонние треуголь
ники симметричны относительно прямой I, то 
непрерывным перемещением перевести один 
треугольник в другой можно, лишь выйдя из 
плоскости (например, с помощью поворота в 
пространстве вокруг прямой I; рис. 103, в). Пе
ремещая же их лишь в плоскости, совместить 
их нельзя. Скользящую симметрию (и в частно
сти, осевую симметрию) называют движением 
второго рода.

Два рода движений плоскости тесно связаны 
с двумя видами систем прямоугольных коорди
нат на плоскости. Наглядно это связано с тем, 
что некоторые координатные системы преобра
зуются друг в друга движениями первого рода, 
а некоторые — движениями второго рода.

На плоскости имеются два направления по
ворота — против часовой стрелки и по часовой 
стрелке (рис. 104). Те системы координат, где 
кратчайш ий поворот полуоси х  > 0 в полуось 
у>  0 идет против часовой стрелки, называют 
обычно правыми системами (рис. 104, а). Если 
же этот поворот идет по часовой стрелке, то си
стему называют левой (рис. 104, б).

Так вот, любые две правые (или  левые) сис
темы можно преобразовать друг в друга движе
ниями первого рода (т. е. непрерывно перемещая 
одну в другую). Разноименные же системы пре
образуются друг в друга движениями второго 
рода (и непрерывным перемещением одной 
нельзя получить другую).

Когда на плоскости задана прямоугольная 
система координат, то говорят, что плоскость 
ориентирована или что на плоскости введена 
ориентация. Ориентации плоскости считаются 
одинаковыми, если они задаются одноименны
ми системами координат. Разноименные систе
мы координат задают различные ориентации 
плоскости. Таким образом, на плоскости мож
но задать две ориентации. Их, как и коорди
натные системы, называют правой и левой (или 
положительной и отрицательной).
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Вопросы
1. Какие виды движений вы знаете?
2. Какие общие свойства движений вы узнали в этом параграфе?
3. Возьмите два любых движения. Укажите разницу в их свой

ствах. А есть ли в их свойствах что-либо общее?
4. Каким может быть движение, если о нем известно, что: а) оно 

имеет неподвижную точку; б) оно не имеет неподвижных то
чек; в) оно сохраняет ориентацию плоскости; г) оно не сохра
няет ориентации плоскости?

5. Предложите какую-нибудь классификацию движений.
6. Какие бывают системы координат на плоскости с точки зре

ния их ориентации?

Задачи к § 28

а  Разбираемся в решении

►ТЯ з I Каким движением является композиция поворота и отражения? 
Перестановочна ли эта композиция?
Решение. Пусть нам дан поворот с центром О и некоторым уг
лом (его величина не существенна), который мы обозначим К0, 
и отражение в прямой а (8а). Рассмотрим такую композицию: 
К0°8а (которую можно записать еще проще в виде 0 °а).  Снача
ла установим род этого движения. Отражение в прямой являет
ся движением второго рода, а поворот является движением пер
вого рода. Значит, их композиция является движением второго 
рода (?). Движение второго рода — это скользящее отражение. 
Так что ответ на вопрос задачи в самом общем случае получен. 
Разберемся в деталях.

Скользящее отражение вообще имеет две составляющие: па
раллельный перенос и отражение в прямой. Но вектор переноса 
может быть и нулевым, тогда получается отражение в прямой. 
Возможен ли такой случай в нашей задаче? Далее, интересно бы
ло бы установить, в какой именно прямой происходит отраже
ние,— построить ее, зная исходную прямую а и центр О ,— а так
же установить, каков вектор переноса, если он не равен нулево
му вектору.

Для начала займемся поисками неподвижной точки движения 
О о а. Если она есть, то в скользящем отражении отсутствует со
ставляющая переноса и мы получаем чистое отражение в пря
мой, а если ее нет, то имеем скользящее отражение в общем 
случае (?).

Для точки О возможны два случая расположения относитель
но прямой а.
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1) Оба. В этом случае получается именно отражение в пря
мой. В самом деле, точка О остается неподвижной и в результа
те 8 а, и в результате В0, а потому в результате их композиции. 
Если скользящее отражение имеет неподвижную точку, то, как 
было сказано, оно является отражением в прямой.

2) О#а. Методом полного перебора можно установить, что не
подвижная точка композиции не может находиться как на прямой, 
так и вне ее (?). А тогда ее вообще нет, и мы имеем в этом слу
чае скользящее отражение в общем виде. Но где лежит его ось и 
каков вектор составляющего его переноса? Для ответа на этот во
прос возьмите конкретный угол поворота, скажем 90°, и построй
те образы нескольких точек в данном движении 0°а .

Для ответа на вопрос о перестановочности (коммутативности) 
полезно провести эксперименты с конкретными точками. Возь
мем самый простой случай: О ба,  а угол поворота пусть будет 
прямой. На прямой а выберем любую точку А, отличную от О. 
Теперь постройте точки А ^ = 0 ° а  (А) и А2 = а ° 0  (А). Эти точки не 
совпадают, значит, вообще говоря, эта композиция не перестано
вочна.

Но, может быть, она перестановочна в каких-то частных слу
чаях, например при угле поворота 180° (?).

Рисуем

1 Нарисуйте отрезок АВ.  Нарисуйте его образ в результате сколь
зящего отражения, если: а) его ось параллельна АВ; б) его ось 
перпендикулярна АВ, но не пересекает АВ; в) его ось пересека
ет АВ.

1 Нарисуйте образ равностороннего треугольника в результате 
скользящего отражения: а) с осью, параллельной стороне, и век
тором переноса, равным половине этой стороны; б) с осью, пер
пендикулярной стороне (рассмотрите разные случаи).

Доказываем
С®

Докажите такие свойства скользящего отражения: а) у него нет 
неподвижных точек; б) у него есть неподвижная прямая; в) ком
позиция отражения и переноса не зависит от того, в какой 
последовательности они выполняются, т. е. они перестановочны; 
г) преобразование, обратное ему, также является скользящ им от
ражением; д) ось скользящего отражения делит пополам все от
резки, соединяющие соответственные точки, не лежащие на оси;
е) прямая, параллельная оси или перпендикулярная ей, перехо
дит в прямую, ей параллельную.
(Предполагается, что вектор переноса ненулевой.)
Докажите, что каждое движение является композицией не более 
чем трех отражений.

з'Л
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Исследуем

Изменяется ли ориентация плоскости в результате: а) переноса; 
б) осевой симметрии; в) поворота; г) центральной симметрии? 
Каким движением является композиция: а) переноса и отраже
ния; б) переноса и поворота; в) двух поворотов с разными цент
рами? Перестановочны ли эти композиции? 

ш т п  Пусть а, Ь, с — три прямые на плоскости. В зависимости от их 
взаимного расположения установите, каким движением являет
ся композиция симметрий 8 с°8 ь°8 а — осевых симметрий относи
тельно этих прямых.
Пусть А, В, С — три точки на плоскости. В зависимости от их 
взаимного положения установите, каким движением является 
композиция поворотов Кс о КВ°КА — поворотов относительно этих 
точек. Может ли она быть тождественным преобразованием?

§ 29. Симметрия фигур
29.1. Симметрия ограниченных 
фигур

На рисунке 105 изображены симметричные 
фигуры. Каждая из них симметрична относи
тельно некоторой прямой, которая является 
осью симметрии. А на рисунке 106 изображены 
тоже симметричные фигуры, но другого типа. 
Они симметричны относительно некоторой точ
ки, которая является их центром симметрии.

Говорят, что фигура обладает симметрией, 
если существует движение (не тождественное), 
переводящее ее в себя.

Например, фигура обладает поворотной сим
метрией, если она переводится в себя некото
рым поворотом (рис. 107).

г)

Рис. 106
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Рис. 107

Одна из самых симметричных фигур конеч
ных размеров — это круг. Каждая прямая, про
ходящ ая через его центр, является его осью 
симметрии, а центр круга является центром по
воротной симметрии, причем поворот может 
быть совершен на любой угол.

Рассмотрим симметрию простейших фигур.
1) Отрезок имеет две оси симметрии и центр 

симметрии (укажите их).
2) Треугольник общего вида не имеет ника

кой симметрии. У равнобедренного (но не рав
ностороннего) треугольника одна ось симмет
рии — серединный перпендикуляр, проведен
ный к его основанию.

3) У равностороннего треугольника три оси 
симметрии, и он имеет поворотную симметрию 
с углом поворота 120° (рис. 108, а).

4) У каждого правильного га-угольника есть 
п осей симметрии, все они проходят через его 
центр. Он имеет такж е поворотную симметрию

ОЙП°с углом поворота
При четном п одни оси симметрии проходят 

через противоположные вершины, другие — че
рез середины противоположных сторон (и тех, и
других осей по ^ ; рис. 108, б).

При нечетном п каждая ось проходит через 
вершину и середину противоположной стороны 
(рис. 108, в).

Рис. 108

Рис. 109

138



Центр правильного многоугольника с чет
ным числом сторон является его центром сим
метрии. У правильного многоугольника с нечет
ным числом сторон центра симметрии нет.

29.2. Симметрия неограниченных 
фигур

В п. 29.1 мы рассматривали симметрию 
ограниченных фигур. При этом переносы не рас
сматривались. Оказывается, если фигура пере
ходит в себя в результате какого-либо переноса 
(на ненулевой вектор), то она неограничена.

В самом деле, допустим, фигура Р совмести
лась сама с собой при переносе на вектор а. 
Тогда любая ее точка А  перешла в такую точку 
А и что АА^ — а (рис. 109). Но если фигура Р пе
решла в себя, то и точка А х ей принадлежит. 
Поэтому перенос на вектор а переводит точку А х 
в точку А 2, такую, что А ХА 2 = а . А тогда

АА2=А А 1 + А ХА 2 = 2 а .
Так как фигура совместилась сама с собой, 

то она должна содержать и точку А 2 и т. д.
Получается, что фигура содержит бесконеч

ный ряд точек, сдвинутых одна за другой на 
вектор а. Значит, фигура неограничена.

О фигуре, которая совмещается сама с собой 
при некотором переносе, говорят, что она обла
дает переносной симметрией. Например, пря
мая имеет такую симметрию, так как допуска
ет перенос вдоль себя.

29.3. Бордюры
Интересны неограниченные фигуры, состоя

щие из правильно повторяющихся равных 
конечных фигур, такие, как квадратная сетка, 
сетка из прямоугольников, или треугольников, 
или шестиугольников и других фигур (рис. 110). 
В том случае, когда такие конечные фигуры 
заполняют полосу между параллельными 
Прямыми, заполненная ими полоса называется 
бордюром. Простейший пример бордюра дают 
°бои (точнее, кусок обоев, который мыслится

а)

б)

в)

г)
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Рис. 113
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как  бесконечно продолженный в обе стороны). 
Решетки парков и набережных, узоры карнизов 
и тканей — вот примеры бордюров (рис. 111).

Опираясь на теорему Ш аля, можно дать 
классификацию бордюров (по типу их симмет
рии). Каждый бордюр обладает переносной сим
метрией. Бордюр, который обладает только пе
реносной симметрией, изображен на рисунке 112. 
Кроме переносной симметрии, у бордюра может 
быть осевая симметрия. Ось симметрии бордюра 
или перпендикулярна краям бордюра (рис. 113, а), 
или параллельна краям  бордюра, являясь его 
средней линией (рис. 113, б). Ясно, что оси, 
перпендикулярные краям  бордюра, периоди
чески повторяются. Бордюр может иметь цен
тры симметрии, лежащие на его средней линии 
(рис. 114). Бордюр может самосовмещаться и



а)

ш е е

Рис. 114

Рис. 115

скользящей симметрией (рис. 115). Всего встре
чается семь типов бордюров: к уже перечислен
ным пяти типам бордюров следует отнести еще 
Два, сочетающие сразу все возможные виды 
симметрии (рис. 116).

29.4. Орнаменты
В том случае, когда правильно повторяющи- 

еся равные друг другу конечные фигуры запол
няют всю плоскость, говорят, что на плоскости 
задан орнамент (рис. 117). Орнаментами покры
вали стены в древности (на рисунке 117 изобра
жен древнеегипетский орнамент) и покрывают

к

Рис. 117
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теперь (например, оклеивая стены обоями). Для 
орнаментов к тем возможным видам симметрии, 
которые уже были перечислены для бордюров, 
добавятся еще поворотные симметрии на 120°, 
на 90° и на 60°. В 1891 году знаменитый крис
таллограф Евграф Степанович Федоров доказал, 
что существует 17 (и только 17) типов орнамен
тов. Орнаменты всех типов проиллюстрированы 
на рисунке 118. А на рисунке 119 указаны ви
ды симметрии соответствующего орнамента с
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рисунка 118: тонкие прямые линии изображают 
переносы, толстые — оси симметрии, ш трихо
вые — оси скользящей симметрии, «чечевицы» — 
центры симметрии, а треугольники, квадраты и 
шестиугольники — соответственно центры пово
ротной симметрии на 120°, на 90° и на 60°. Ин
тересно, что орнаменты всех типов встречаются 
издревле в творчестве разных народов (а клас
сификация их была дана лишь в конце XIX ве
ка). Красивы орнаменты, созданные в XX веке 
известным голландским художником Морисом 
Эшером (рис. 120).

•  29.5. О симметрии
Слово «симметрия» происходит от греческого 

и означает «соразмерность». В таком общем смыс
ле симметрия играет огромную роль в искусст
ве, особенно ясную в орнаментах и архитектуре.

Рис. 12С
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Но ее можно заметить и в музыке, и в поэзии.
Симметрия широко встречается в природе, в 

особенности у кристаллов, растений и ж ивот
ных, например симметрия цветка, листа или 
морской звезды. Поразительные по красоте при
меры симметрии дают снежинки.

Симметрия может встретиться и в других 
разделах математики, например при построении 
графиков функций. График периодической 
функции имеет переносную симметрию вдоль 
оси х  (рис. 121). График четной функции сим
метричен относительно оси у (рис. 122, а), а 
график нечетной функции симметричен относи
тельно начала координат (рис. 122, б).

29.6. Группа симметрии фигуры
Посмотрим на рисунок снежинки (рис. 123, а).

На нем мы видим ее равные повторяющиеся ча
сти, т. е. видим симметрию снежинки. Давайте 
попробуем понять, как «устроена» эта симмет
рия, что создает красоту снежинки. Для этого 
надо перечислить все ее элементы симметрии — 
центры и оси, а такж е описать все ее преобра
зования симметрии — движения самосовмеще- 
ния. Попробуем решить эту задачу, например, 
для правильного шестиугольника Я, соединяю
щего концы лучей снежинки (рис. 123, б). Эле
менты симметрии шестиугольника Я — это его 
центр О и шесть его осей симметрии.

Теперь перечислим преобразования симмет
рии. Все они, естественно, связаны с элемента
ми симметрии. Это, во-первых, все повороты во
круг центра О на углы, кратные 60°, как  про
тив, так и по часовой стрелке. Во-вторых, это 
все осевые симметрии относительно шести осей,
Указанных на рисунке 123, б.

10 Геометрия, 9 кл. 145



Далее, из уже имеющихся преобразований а) 
симметрии можно получать новые (либо убе
диться, что новых больше нет), опираясь на сле
дующие два предложения, имеющие общий ха
рактер (т. е. для любых фигур и для любых пре
образований симметрии):

1) Если движение { — преобразование симме
трии фигуры Я, то обратное ему движение 
также является преобразованием симметрии (2.

Действительно, так как /  — преобразование 
симметрии фигуры ф , то /((?) = <?. Применим к 
обеим частям этого равенства преобразование 
/ -1. Получим, что /,"1Ш Ф)) = / “1(Ф)> Так как 
Г '1* /  — тождественное преобразование, то 
/ -1(/ЧФ)) = Ф- Следовательно, / -1 (ф) = ф. И так,
/ _1 — преобразование симметрии фигуры (?. ■

Например, если поворот на угол ф вокруг 
точки О против часовой стрелки является пре
образованием симметрии фигуры (2, то обратное 
ему движение — поворот на угол ф вокруг точ
ки О по часовой стрелке такж е является преоб
разованием симметрии фигуры

2) Если движения /  и §  — преобразования 
симметрии фигуры (2, то их композиция 
также являет ся преобразованием симметрии  
фигуры (2 или тождественным движением.

Действительно, так как 7((2) = Я и §(Я) = Я, 
то я (/(Ф )) = ̂ (Ф) = Ф. ■

Например, композиция двух осевых симмет
рий относительно осей, проходящих через центр О 
ш естиугольника (?, является  поворотом во
круг О, самосовмещающим ш естиугольник (2 
(на какой угол?).

Таким образом, кроме уже перечисленных, 
других преобразований симметрии у правильно
го шестиугольника (2 (а такж е и у снежинки) 
нет.

Пусть теперь ф — произвольная фигура, а 
5  (С?) — совокупность всех ее преобразований 
симметрии, пополненная тождественным пре
образованием. Мы установили, что 5(ф ) облада
ет двумя свойствами: во-первых, для любого 
преобразования /  6 5  (С?) обратное ему преобразо
вание / _1€5((3) и, во-вторых, для любых двух 
преобразований Д § € 8  {(2) их композиция 
* ° / € 5 ( в ) .
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В тек случаях, когда некоторая совокупность 
обратимых преобразований фигуры ф обладает 
указанными двумя свойствами, говорят, что эта 
совокупность является группой преобразований 
фигуры ф.

В частности, когда преобразованиями фигу
ры (3 являются все ее преобразования симмет
рии (вместе с тождественным преобразованием), 
говорят о группе симметрии .§((3) фигуры <3.

Чем богаче группа симметрии фигуры, тем 
симметричнее, правильнее эта фигура. Самая 
симметричная фигура — это вся плоскость. Лю
бое движение плоскости совмещает ее с собой.
Поэтому группой симметрии плоскости являет
ся группа всех движений плоскости.

Из многоугольников самыми симметричны
ми являю тся правильные многоугольники.
Группа симметрии правильного л-угольника ко
нечна. Она состоит из л поворотов вокруг цент-

360°ра О этого многоугольника на углы (\>к — к ——
(где й = 0, 1, ..., л) и л осевых симметрий отно
сительно его осей симметрии.

Из ограниченных фигур самые симметрич
ные фигуры — окружность, круг или фигуры, 
являю щ иеся объединением окружностей с об
щим центром О (рис. 124). Их группа симмет
рии состоит из всех поворотов вокруг точки О и 
всех осевых симметрий, оси которых проходят 
через О.

Опишите группы симметрий равнобедренно
го треугольника, параллелограмма, прямоуголь
ника, ромба, полосы между параллельными 
прямыми.

29.7. Группы преобразований фигур
В этом пункте под преобразованием /  фигу

ры <3 мы будем иметь в виду такое ее обратимое 
преобразование, которое преобразует () в <д, т. е.
С(0) = 0 .

Необходимость рассматривать различные 
группы преобразований того или иного множе
ства (а не только группы симметрии геометри
ческих фигур) возникает очень часто. В матема
тике они впервые появились в работах француз
ского математика Э в а р и с т а  Г а л у а  (1811—
1832), в его исследованиях о разрешимости
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алгебраических уравнений в радикалах. А вот 
более знакомый вам пример — кубик Рубика. 
Условия достижения результата в работе с 
кубиком Рубика тоже сводятся к изучению 
группы его преобразований.

Это разнообразие ситуаций, где возникает 
необходимость рассматривать группы преобразо
ваний, не случайно.

Одна из могущественных особенностей мате
матики в том, что она устанавливает сходство и 
единство там, где его, казалось бы, не видно. 
Может быть, вы уже обратили внимание на 
сходство в операциях с преобразованиями и в 
операциях с числами.

В каждой группе преобразований С фигуры (2 
определены две операции. Во-первых, для каж 
дой пары преобразований Д и / 2 фигуры ^  оп
ределена их композиция — преобразование 
?2°Л  фигуры (2. Она аналогична операции сло
жения чисел. (Аналогична, но не тождественна: 
свойство ассоциативности для нее выполняется, 
а коммутативности нет.) Во-вторых, для каждо
го преобразования /  из группы О определено об
ратное ему преобразование / _1 фигуры (2. Эта 
операция — аналог операции вычитания, сопос
тавляющей каждому числу х  число - х .

Группа преобразований называется коммута
тивной, если для двух любых преобразований 
/ 1  и / 2 из этой группы выполняется равенство
/ 2°/1 = А 0 /2-

У одной и той же фигуры С2 могут быть раз
личные группы ее преобразований. Пусть С и 
Н  — две группы преобразований фигуры (2. Ес
ли каждое преобразование из группы Н  являет
ся преобразованием из группы С (т. е. Н  — 
часть С), то говорят, что Н  является подгруп
пой группы С, и пишут Н а О .

Приведем несколько примеров групп преоб
разований самой широкой фигуры — всей плос
кости. Для проверки того, что перечисленные 
ниже совокупности преобразований плоскости 
являю тся группами преобразований надо каж 
дый раз убедиться, что выполняются оба усло
вия из определения группы преобразований.

1. Группа всех движений плоскости. Она яв
ляется подгруппой группы всех преобразований 
плоскости.
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2. Группа всех движений плоскости первого 
рода. Это подгруппа группы всех движений пло
скости.

Замечание. Движения плоскости второго ро
да не образуют группы, поскольку композиция 
двух движений второго рода является движени
ем первого рода.

3. Группа всех параллельных переносов пло
скости. Это подгруппа группы движений перво
го рода. Эта группа обладает коммутативностью. 
Действительно, 1 шмпозиция двух переносов /  и д 
на векторы а и Ь является параллельньнм пере
носом на вектор а + Ь. А  поскольку а + Ь — Ь + а, 
то до / = / о § ,

4. Группа всех поворотов вокруг фиксиро
ванной точки О. Проверьте, что это тоже ком
мутативная группа. Она является подгруппой 
группы движений первого рода.

Вопросы
1. Что означает выражение «симметричная фигура»?
2. Приведите примеры симметричных фигур: а) ограниченных; 

б) неограниченных.
3. Приведите примеры группы симметрий некоторой фигуры.
4. Можно ли придать некоторый смысл таким выраж ениям:

а) «правильная фигура»; б) «неправильная фигура»; в) «фи
гура Г х симметричнее фигуры Г 2»?

Задачи к § 29

©  Разбираемся в решении 

Укажите группу симметрии полосы.
Решение. Пусть дана полоса М  с краями р  и д .  Можно доказать, 
что она самосовмещается в результате таких движений: 1) тож
дественного преобразования (Ем); 2) параллельного переноса на 
любой вектор а, параллельный р (Т а); 3) осевой симметрии отно
сительно любой прямой I, перпендикулярной прямой р {8,);
4) осевой симметрии относительно прямой Ь, параллельной кра
ям полосы и равноудаленной от краев — средней линии поло
сы — 8 Ь; 5) центральной симметрии относительно любой точки О 
на средней линии полосы, т. е. на Ь(20).
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Обозначим это множество движений С. Для того чтобы убедить
ся в том, что С является группой симметрии полосы, необходи
мо проверить, что мы нашли все движения, которые самосовме- 
щают полосу. (Предположим, что «забыта», скажем, централь
ная симметрия. Тогда оставшееся множество из движений 1—4 
не будет группой симметрии полосы. Почему?)
Чтобы убедиться в том, что мы «ничего не забыли», составим 
таблицу.

Ем т~‘ а 5, 5, О
N

Ем

т3

5,
5»
20

В каждой ее клетке находится композиция движений, записан
ных в соответствующих строке и столбце. Условимся при этом 
считать, что первое движение в композиции находится в строке, 
а второе — в столбце. Так как каждое движение самосовмещает 
полосу, то и композиция будет ее самосовмещать, а значит, нам 
остается выяснить, имеется ли эта композиция среди указанных 
пяти движений. Если ее нет в множестве С, то, значит, мы «за
были» некоторое самосовмещение или не «увидели» его. Но в та
ком случае О не есть группа симметрии полосы.
Начнем заполнять таблицу. Пусть нас интересует ее клетка, со
ответствующая 5,2о 5 л. Известно, что композиция таких симмет
рий является переносом на вектор, перпендикулярный прямой 1Х, 
длина которого равна удвоенному расстоянию между осями сим
метрий 1Х и 12. Но такой перенос имеется в множестве С. Будем 
так действовать, пока не заполним всю таблицу. Таким образом, 
требуется выполнить не очень интересную, но необходимую рабо
ту. Кстати, а что показала бы нам аналогичная таблица без цен
тральной симметрии, если бы мы ее действительно не «увидели»? 
И наконец, где гарантия, что мы действительно «увидели» все 
самосовмещения полосы? Почему, например, мы уверены, что 
среди множества самосовмещений полосы нет какого-либо сколь
зящего отражения?
Заполнение такой таблицы не дает само по себе полного ответа. 
В самом деле, если бы мы не «увидели» в множестве самосовме
щений полосы центральной симметрии и отражения в средней 
линии, то оставшаяся таблица нам бы этого не подсказала (?)•



Рисуем

. Д И '1  I Нарисуйте фигуру, имеющую бесконечное множество осей сим
метрии, ограниченную, но не круг и не окружность.

1,2 Нарисуйте фигуру, самосовмещающуюся при повороте на 120°, 
но не имеющую центра симметрии и оси симметрии.

Представляем

Й ЗЕ 1Т 1 Может ли центрально-симметричный многоугольник иметь не
четное число сторон? 4

Центрально-симметричную фигуру разделили прямой на две ча
сти. Одна из них оказалась центрально-симметричной. Будет ли 
центрально-симметричной другая?

11,2) а) Каждая из двух фигур центрально-симметрична. Будет ли 
центрально-симметричным их пересечение? их объединение?

б) Пусть пересечение и объединение двух фигур центрально
симметричны. Значит ли, что каж дая из них центрально-симме
трична?
Решите аналогичную задачу для других движений.

№ Доказываем

/ЕЕЯ1.21 Дан угол, а) Докажите, что прямая, отсекающая на сторонах уг
ла равные отрезки, перпендикулярна его биссектрисе. Докажите 
обратное, б) На его сторонах взяты две точки, равноудаленные 
от вершины. Из них проведены перпендикуляры на другие сто
роны угла. Докажите, что они равны и пересекаются на биссек
трисе угла, в) На его сторонах взяты две точки, равноудаленные 
от вершины. Через них проведены перпендикуляры к тем сторо
нам, на которых они лежат, до пересечения с другой стороной 
угла. Докажите, что эти перпендикуляры равны и пересекаются 
на биссектрисе угла.

►7:1:11.21 На биссектрисе угла взяли точку и провели окружность с цент
ром в этой точке. Докажите, что: а) если она касается сторон уг
ла, то хорда, соединяющая точки касания, перпендикулярна бис
сектрисе угла и делится ею пополам; б) если она пересекает сто
роны угла, то хорды, высекаемые сторонами угла в этом круге, 
равны.

Й & Д  1 I Дан равнобедренный треугольник АВС, АВ = ВС. Из вершины В 
проведена высота. На сторонах ВА и ВС взяты точки К  и Ь, рав
ноудаленные от В. а) Докажите, что она делит пополам любую 
хорду треугольника, ей перпендикулярную, б) На этой высоте 
взята любая точка внутри, и через нее проведены хорды АА, и 
СС1. Докажите, что В А 1 = ВС1, а сами эти хорды равны, в) Дока
жите, что отрезки СК и АЬ  равны и пересекаются на высоте тре
угольника. г) Докаж ите, что перпендикуляры, проведенные в



точках К  и Ь  к сторонам треугольника, на которых они лежат, 
до пересечения с прямой А С ,  равны и пересекаются на высоте 

^ т р е у г о л ь н и к а  или на ее продолжении.
1 Дан равносторонний треугольник А В С .  На сторонах А В ,  В С ,  СА  

взяты соответственно точки Су, А х, Ву так, что А С 1 = В А 1 = С В 1.
а) Вершинами какого по виду треугольника являются точки Ау,  
Ву, С г? б) Пусть теперь проведены отрезки АА у ,  В В у ,  ССу и взя
ты точки К ,  Ь, М  — точки пересечения этих отрезков. Верши
нами какого треугольника являются точки К ,  Ь ,  М ?

  Составьте аналогичную задачу для квадрата.
ЙЯИП"1 Докажите, что всякая хорда параллелограмма, проходящая че

рез его центр симметрии: а) делится центром пополам; б) делит 
его на равновеликие части.

М У Т  VI Докажите, что в равнобокой трапеции: а) углы при основании 
равны; б) диагонали равны; в) точка пересечения диагоналей 
равноудалена от боковых сторон.

(^ 2 5 2 3  Дан четырехугольник А В С Б ,  в котором А В  = В С ,  АО = ПС. На сто
ронах В А  и В С  отложены отрезки В К  =  В Ь ,  на сторонах Б А  и ПС 
отложены отрезки Б Ы  = Б М .  Докажите, что М К ^ Ь Ы .  

я а д г '1 а) Докажите, что середины сторон правильного многоугольни
ка являются вершинами правильного многоугольника. Обобщите.

б) Центр правильного многоугольника отразите от каждой его 
стороны. Докажите, что полученные точки являются вершинами 
правильного многоугольника.
Предложите другие способы получения правильного многоуголь
ника, используя движения.

ДХ1И 1.2| Фигура имеет центр симметрии. Докажите, что ее образ, полу
ченный в результате любого движения, будет обладать тем же

  свойством. Обобщите задачу.
«дави VI Докажите, что центрально-симметричный многоугольник можно 

разрезать на параллелограммы. Верно ли обратное?

О Исследуем

Укажите группу симметрии фигуры Р,  если фигура Р: а) отре
зок; б) прямая; в) два параллельных и равных отрезка; г) две 
пересекающиеся прямые; д) две параллельные прямые; е) угол;
ж) равнобедренный треугольник; з) ромб; и) прямоугольник; 
к) равнобокая трапеция.

»Ш ;1 з  ! Укажите группу симметрии фигуры Р ,  если фигура Р: а) окруж
ность с выколотой точкой; б) окружность с двумя выколотыми 
точками; в) окружность с тремя выколотыми точками; г) два 
равносторонних треугольника с общей вершиной; д) два равно
сторонних треугольника с общей стороной; е) два равносторон
них треугольника с общим центром.
Укажите группу симметрии фигуры Р ,  если фигура Р  — равно
сторонний треугольник, от которого отрезан меньший равносто-
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ронний треугольник: а) с одного угла; б) с двух углов; в) с трех 
углов (отрезанные треугольники равны).
Составьте аналогичную задачу для квадрата.
Укажите группу симметрии объединения двух: а) окружностей;
б) квадратов.
Укажите группу симметрии правильного многоугольника, в ко
тором закрасили одним и тем же цветом: а) две соседние сторо
ны; б) две произвольные стороны; в) три произвольные стороны. 
Укажите группу симметрии шестиугольника, вписанного в 
окружность, у которого все углы равны.
Некоторая фигура переходит в себя в результате поворота на 20°. 
Переходит ли она в себя при повороте на: а) 10°; б) 40°; в) 90°? 
Некоторая фигура переходит в себя в результате поворотов на 9° 
и на 10°. Переходит ли она в себя в результате поворота на 11°? 
Выберите какой-либо элемент симметрии и нарисуйте фигуру, 
которая имеет только этот элемент симметрии (исключая тожде
ственное самосовмещение). Затем решите аналогичную задачу, 
взяв два элемента симметрии.
В правильном пятиугольнике проведены все диагонали. Среди 
полученных точек пересечения найдите вершины правильного 
пятиугольника. Обобщите этот результат.
В окружность вписаны два равносторонних треугольника. Их гра
ницы пересекаются в шести точках. Выберите из них такие три, 
которые являются вершинами равностороннего треугольника. 
Верно ли, что две взаимно перпендикулярные хорды квадрата, 
проходящие через его центр, равны? Верно ли обратное? Как 
обобщить полученный результат?
Верно ли, что любая хорда полосы, соединяющая ее края, де
лится пополам ее средней линией?
Равносторонний треугольник определим как треугольник с тре
мя осями симметрии, равнобедренный треугольник — как тре
угольник с одной осью симметрии, равнобокую трапецию — как 
трапецию с одной осью симметрии. Выведите отсюда свойства 
этих фигур.
Определим параллелограмм как четырехугольник с центром сим
метрии, ромб — как четырехугольник, у которого диагонали яв
ляются осями симметрии, прямоугольник — как четырехуголь
ник, у которого средние линии являются осями симметрии. Вы
ведите отсюда свойства этих фигур. Придумайте аналогичное 
определение квадрату, а затем выведите его свойства.
У выпуклого четырехугольника есть центр симметрии. Можно ли 
в него вписать окружность? Можно ли около него описать 
окружность?
Ответьте на те же вопросы, если у него есть ось симметрии. 
Выпуклый четырехугольник переходит в себя в результате неко
торого поворота, но не центральной симметрии. Является ли он 
квадратом? Можно ли обобщить эту задачу?
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1

ДЯЕЕТ 1 Некоторый многоугольник имеет центр симметрии. Пусть в него 
можно вписать окружность. Совпадают ли центр этой окружно
сти и центр симметрии? Ответьте на тот же вопрос, если около 
него можно описать окружность.
Выделим четыре свойства выпуклого четырехугольника. 1) В не
го можно вписать окружность. 2) Около него можно описать 
окружность. 3) Он имеет центр симметрии. 4) Он имеет ось симме
трии. Пусть он имеет два из этих свойств. Имеет ли он остальные? 
Требуется заполнить плоскость многоугольниками. Как это сде
лать, если для этого можно использовать: а) правильные мно
гоугольники только одного вида; б) правильные многоугольники 
разных видов; в) произвольный четырехугольник одного вида;
г) произвольный многоугольник одного вида?

2

Строим
п г к н л .  21 Восстановите: а) угол по биссектрисе и точке на стороне; б) по

лосу по средней линии и точке на границе; в) равнобедренный 
треугольник по оси симметрии и двум точкам на его боковых 
сторонах; г) равносторонний треугольник по его центру и трем 
точкам на его сторонах.

2 Разделите пополам угол с недоступной вершиной.
ЙЛБИ 2 I Вершина угла недоступна. Проведите прямую через данную точ

ку внутри угла, проходящую через его вершину.
(З Е Л  1  Восстановите треугольник, если от него остались: а) две вершины 

и прямая, на которой лежит биссектриса третьего угла; б) вер
шина и три прямые, на которых лежали биссектрисы его углов;
в) середины двух сторон и прямая, на которой лежит одна из 
биссектрис.

Ш§ 30 Равновеликость 
и равносоставленность

В этом параграфе мы докажем, что две рав
новеликие многоугольные фигуры на плоскости 
можно разбить на соответственно равные мно
гоугольники (так, как, например, разбиты тре
угольник и прямоугольник на рисунке 125). Эта 
теорема была доказана в XIX в. венгерским ма
тематиком Ф. Б о й я и  (в 1832 г.) и немецким 
офицером и любителем математики П. Г е р в и -  
н о м  (в 1833 г.) и потому носит название теоре
мы Бойяи — Гервина. Ее доказательство не про
сто, и мы разобьем его на несколько этапов.
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30.1. Еще раз о понятии площади
В п. 2.1 в определении площади многоуголь- 

ных фигур условие 2 состояло в том, что пло
щади равных треугольников равны. Ясно, что 
верно и более общее утверждение:

Площади равных многоугольных фигур равны. 
Д оказательство. Пусть Р  и Р' — равные 

многоугольные фигуры. Тогда существует такое 
движение /, что Р '= / ( Р ) .  По определению мно
гоугольной фигуры фигура Р составлена из не
которых треугольников Т и ..., Т к. Тогда фигура 
р '  будет составлена из равных им треугольников
Т\ = ПТг), Т'к= П Т к).

Так как
5 (Г ;)  = 5 (Т 1), ..., 8(Т 'к) = 8 ( Т к) (1)

и
8(Р')=8(Т[) + ...+ 8(Т;), 3(Р) = 5 (Т 1) + ...+5(Г*),(2) 
то

8(Р') = 3(Р). ■
Теперь в определении площади многоугольной 

фигуры условие 2 можно формулировать так: 
площади равных многоугольных фигур равны.

Этого не было сделано в п. 2.1 из-за того, что 
тогда у нас еще не было определено равенство 
произвольных фигур.

30.2. Отношения равенства, 
равновеликости 
и равносоставленности

В этом параграфе сравниваются три отноше
ния между многоугольными фигурами, указан
ные в названии п. 30.2. Удобно ввести следую
щие обозначения. Если фигуры Р и ф равны, 
то пишем Р = ().

Если фигуры Р  и С} равновелики, то пишем 
Рр~в.З.

Если многоугольная фигура Р разбита на мно
гоугольные фигуры Р х, ..., Рк (или, что то же са
мое, Р составлена из фигур Ри  ..., Рк, см. п. 1.5), 
то будем писать Р  = Р 1 + ... + Р* (рис. 126).

Говорят, что две многоугольные фигуры Р Рис. 126



и <3 равносоставлены, если их можно разбить на 
соответственно равные многоугольные фигуры.

Это значит, что найдется такое разбиение 
фигуры Р на многоугольные фигуры Р 1г ..., Рк 
и такое разбиение фигуры Я на многоугольные 
фигуры в , ,  <Эк, что Р ^С ?!, Рк = Як
(рис. 127). Если фигуры Р и равносоставлены, 
то пишут Р р~ .ф .

Ясно, что равные фигуры равновелики, но из 
равновеликости фигур не следует их равенство 
(приведите примеры). Далее, легко показать, 
что равносоставленные фигуры, равновелики.

Действительно, если Р = Р 1 + ... + Рк, = +
+ . . .  + Ф* И Рг = я г, . . . ,  Рк = я к, то 3 (Р 1) = 5 ( ^ 1). •••> 
5 (Р * )  =  3(ф * ) и потому 5 ( Р )  =  5 ( Р 1) +  . . .  +  5 (Р * )  =  
= 5 № )  + ... + 8 Ш  = 8 (0 ) .1

Теорема Бойяи — Гервина утверждает, что 
верно и обратное предложение: равновеликие  
многоугольные фигуры равносоставлены.

Таким образом, для многоугольных фигур 
отношения равновеликости и равносоставленно
сти равносильны. Интересно, что для много
гранных фигур в пространстве это уже не так: 
куб не равносоставлен с равновеликим ему тет
раэдром, все ребра которого равны.

Все рассматриваемые здесь отношения обла
дают тремя одинаковыми свойствами: рефлек
сивностью, симметричностью, транзитивностью.

1. Р е ф л е к с и в н о с т ь :
для любой многоугольной фигуры. Р: а) Р  = Р; 

б) Р р~ Р; в) Р р~ Р.
2. С и м м е т р и ч н о с т ь :
а) если Р = (), то Я = Р',
б) если Рр~_Я, то Яр~в.Р;
в) если Рр~ Я, то фр7 с.Р.
3. Т р а н з и т и в н о с т ь :
а) если Р = С) и () = Н, то Р = Е ;
б) если Рр~ .ф  и <Эрув К, то Р р~в.Д;
в) если Р ~ С.Я и <ЭР~ К ,  то Рр-гс В.
Все эти свойства очевидны, кроме последне

го — транзитивности равносоставленности. До
кажем его, выделив в отдельную лемму (первую 
из серии лемм, ведущих к теореме Бойяи — Гер
вина). Благодаря тому что отношение равносос
тавленности симметрично, лемму о его транзи
тивности можно сформулировать так:
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Л ем м а  1.

Две многоугольные фигуры Р и Я, равносо- 
ставленные с третьей фигурой К, равносостав- 
лены.

Доказательство. Так как Ррус В, то найдутся 
такие разбиения фигур Р и й н а  многоугольные 
фигуры Р х, ..., Рк и Ки ..., В к, что Р ^ В г ,  ..., 
Рк — Вк-

Аналогично так как ^ р~ В, то найдутся та
кие разбиения фигуры Я и К на многоугольные 
фигуры Яи  ..., Яп и В[, ..., К'п, что Я х^В [,  ..., 
Я„ = В'Л (Рис. 128).

Каждое разбиение многоугольной фигуры 
осуществляется некоторой сетью отрезков. На 
фигуре К «нарисованы» две сети: от разбиения 
В и ... ,  В к и от разбиения В[, ..., В'п. Объедине
ние этих двух сетей даст новую сеть из отрез
ков, которая разобьет фигуру В  на более мелкие 
многоугольные фигуры. Эти многоугольные фи
гуры В 1} получаются в пересечении фигуры К, с 
фигурой В'}. Каждая из фигур В 1г ..., Вк разби
та на эти фигуры (среди них могут быть и вы
рожденные в точки, отрезки и т. п.):

В 1 — В 11 + В 12 + . . .+ В 1„, 
В2 = В 21 + В 22 + . . .+ В 2п,

В к—Вк, + Вк 2 + ...+ Вкп.

( 3 )

Так как  Р 1 = Д1, то фигуру Р х можно разбить 
так же, как и В х: Р ,=  Р П + . . .+ Р 1п. Аналогичные 
разбиения получаем и для остальных фигур Р 2, 
..., Р * :Р 2 = Р21+ Р гг+ •••+Ргп' •••> Рк=Рк1 +Рк2 + 
+ . . .+ Ркп. При этом для любых индексов I и ;  фи
гуры Р у и Вц равны: Р1)= В 1Г

Но и фигуры Я х, ..., Я„, равные фигурам В[, 
..., В'п, также можно разбить на фигуры фу, рав
ные фигурам Ду:

©1 = ̂ 11 + ^21 + ... + Ям,
^2 = ̂ 12+^22+•••+Ф*2> (4)

Яп— ̂ 1п+^2л+ ••• +Якп•

Так как Яц—Вц и Р у = Ду, то Яц-Рц-  Следо
вательно, РрУс.Я- ■
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30.3. Отношение эквивалентности
Отношения, обладающие свойствами рефлек

сивности, симметричности и транзитивности, на
зывают отношениями эквивалентности или эк
вивалентностью. Равенство фигур, равновели- 
кость, равносоставленность являются отношени
ями эквивалентности. Убедитесь, что равенство 
векторов, коллинеарность ненулевых векторов, 
сонаправленность векторов также являю тся от
ношениями эквивалентности.

Если предметы сопоставляются по какому- 
либо свойству, то между ними обнаруживается 
отношение с теми же свойствами — эквивалент
ностью. Например, сравнение по цвету одно
цветных предметов. Каждый предмет имеет 
свой цвет — одноцветен сам с собой. Если пред
мет А одноцветен с В, то В одноцветен с А  (име
ет тот же цвет). Если предмет А одноцветен с В, 
а В  — с С, то А одноцветен с С. Вообще отноше
ние эквивалентности указывает на наличие не
которого общего свойства.

30.4. Равносоставленность 
параллелограммов 
и прямоугольников

Продолжим доказательство теоремы Бойяи — 
Гервина.

Лемма 2.

Равновеликие параллелограммы Р и (?, име
ющие равную сторону, равносоставлены.

Доказательство. Расположим параллелограм
мы Р и ^  так, как показано на рисунке 129, их 
равные стороны АВ  совпадают, а сами паралле
лограммы лежат по одну сторону от прямой АВ.
Так как параллелограммы Р к  равновелики, 
то их высоты, опущенные на сторону АВ, рав
ны. Поэтому их стороны СИ и КЬ, противопо
ложные стороне АВ, лежат на одной прямой, 
параллельной прямой АВ.

Возможны два случая:
1) Боковые стороны параллелограммов Р и <2 

не пересекаются (рис. 129, а). Пусть точка К  ле-
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жит на стороне СП. Тогда параллелограмм Р  со
ставлен из трапеции АВСК  и треугольника 
А1)К, а параллелограмм ф составлен из той же 
трапеции АВСК  и треугольника ВСЬ. Так как 
А А Л К  = А В С Ь ,  то Ррус,Я.

2) Боковые стороны параллелограммов Р  и §  
пересекаются. Например, стороны АК  и ВС пе
ресекаются в точке О (рис. 129, б). В параллело
граммах Р и <д разместим одинаковое число тре
угольников Т, равных треугольнику АОВ, так, 
как показано на рисунке 129, б. Если эти тре
угольники не заполнят полностью параллелограм
мы Р и <д, то в Р и <3, кроме треугольников 7 \, 
останутся еще два параллелограмма А'В'СБ  и 
А"В"ЬК, соответствующие случаю а). Как пока
зано, А'В'СВрус А'В"ЬК.  Поэтому и Р р~ .<?. ■

Лемма 3.
Два равновеликих прямоугольника равносос- 

тавлены.

а)

Доказательство. Пусть прямоугольник Р  со 
сторонами а, Ь и прямоугольник ф со сторона
ми с, б равновелики. Тогда аЪ = сй. Можно счи
тать, что о< Ь  и с < й ,  а такж е а< с.  Так как 
аЬ = сс1, то тогда Ь><1. Построим параллелограмм 
К со сторонами Ь и с и высотой а, опущенной 
на сторону Ь (рис. 130). Это возможно, так как 
с> а. Поскольку 5 (Р ) = 5 (Р ) и параллелограммы 
Р и К имеют по стороне, равной Ь, то Р р~с.Р (по 
лемме 2).

Далее, 8((д) = 8 (Р ) = 8(Я) и параллелограммы 
(д и Я  имеют по стороне, равной с. Поэтому 
ЯР~С.Я (по лемме 2). А тогда Р р~с̂  (по лемме 1). ■

Лемма 4.
Каждый треугольник равносоставлен с прямо

угольником, одной из сторон которого можно вы
брать любой заданный отрезок.

Я
Я

р |_
с

а
Рис. 130
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Доказательство. В треугольнике АВС  прове

дем высоту АО на большую сторону и среднюю 
линию КЬ\\ВС. Построим прямоугольник Р, од
ной стороной которого является ВС, а другая 
сторона лежит на прямой КЬ  (рис. 125). Очевид
но, что Ррус А А В С .  По лемме 3 прямоугольник 
Р равносоставлен с любым равновеликим ему 
прямоугольником О. Из этого, а такж е из лем
мы 1 вытекает, что А А В С руя (?.■

30.5. Теорема Бойяи —Гервина

Равновеликие многоугольные фигуры равно
составлены.

Доказательство. Пусть многоугольные фигуры 
Р и <3 равновелики. Они составлены из некото
рых треугольников. Пусть фигура Р составлена 
из треугольников Т к, ..., Т к (рис. 131). Ф икси
руем некоторый отрезок А В  и построим на нем 
прямоугольник А В В 1А 1 = Р 1, равновеликий тре- 

/  «(Г.К
угольнику Т х (т. е. АА1= ~Хв~\- По лемме 4 Л  Р~СТ 1.
После этого строим прямоугольник Р 2=А1В1В2А2, 
равновеликий треугольнику Т 2. По лемме 4 
Р 2Р7с.Т2- Продолжая эти построения, построим 
прямоугольник Р'=АА,.ВкВ = Р ^ Р г  + .- .+ Р ,.

Так как 5 (Т 1) = 5 ( Р 1), ..., 5(Г*) = 5(Р*), то 
5 (Р ) = 8 (Р '). Поскольку Р  = Т1 + ... + Т*, Р '= Р 1 + 
+ ... + Рк, то Р ргс.Р ' (так как Т ~ с Р 1г ..., Ткр~ Рк).

Проведем теперь аналогичное построение для 
фигуры ф, строя на АВ прямоугольник, равнове
ликий фигуре <3. Так как 8(С?) = 5 (Р ) = 8 (Р '), то 
в итоге построим тот же самый прямоугольник Р'. 
Как и для фигуры ф, получим, что С?р~ Р '.  Но 
тогда по лемме 1 Р р~ ф. ■

А 2
А,
А

В»

Р'

в .

Рис. 131

•  § 31. Подобие
31.1. Определение подобия

На практике постоянно встречаются преобра
зования, при которых все расстояния изменяют
ся в одном и том же отношении, т. е. умножа
ются на одно и то же число. Такое преобразова-
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Рис. 132

ние называется подобным (или подобием), а это 
число называется коэффициентом подобия. На
пример, при увеличении фотографии все разме
ры (расстояния на фотографии) увеличиваются 
в одном и том же отношении, т. е. происходит 
подобное преобразование изображения с фото
пленки на фотобумагу. Подобное преобразова
ние совершается и тогда, когда делают умень
шенную копию чертежа, рисунка и т. п. Так, 
например, вы поступаете, когда срисовываете с 
доски чертеж в свою тетрадь.

И так, подобием фигуры с коэффициентом 
к > 0 называется такое ее преобразование, при 
котором любым двум точкам X  и У фигуры 
сопоставляются такие точки X ' и У', что 
Х 'Т = к Х У  (рис. 132, а).

Фигура Р' называется подобной фигуре Р с 
коэффициентом к, если существует подобие с 
коэффициентом к, переводящее Р в Р'. Обозначе
ние подобия со.

Подобные фигуры имеют одинаковую форму, 
но, вообще говоря, различные размеры (рис. 132, б). 
В частном случае к может быть равно 1, и по
тому движение является подобием. Простей
шим, но важным примером подобия, отличным 
от движения, является гомотетия («гомотетич
ный» в переводе с греческого означает «равно
расположенный» ).

31.2. Гомотетия
Гомотетия с центром О и коэффициентом к

(отличным от нуля) — это преобразование, при 
котором каждой точке X  сопоставляется такая

11 Геометрия, 9 кл. 161



точка X ',  что ОХ' = кОХ  (рис. 133, а). Не ис
ключается, что к <О (рис. 133, б).

При к = - 1 получается центральная симмет
рия с центром в точке О (рис. 133, в). При к=  1 
получается тождественное преобразование. 
В этом частном случае гомотетия является дви
жением.

О с н о в н о е  с в о й с т в о  г о м о т е т и и .  При  
гомотетии с коэффициентом к каждый вектор 
умножается на к. Подробнее: если точки А, В 
при гомотетии с коэффициентом к перешли в 
точки А ,  В', то

А В '= к А В .  (1)
Доказательство. Пусть точка О — центр го

мотетии. Тогда ОА’=кОА, ОВ'=кОВ. Поэтому 
А В '= 6 в ' - д А '= к 6 В - к д А = к ( 6 В - б А )  = кАВ. я

Из равенства А В '= кА Л  следует, что 
А В '= \к \А В .  Последнее равенство означает, что 
гомотетия с коэффициентом к является подо
бием с коэффициентом |А|.

Мы уже говорили, что гомотетия важна. Де
ло в том, что любое подобие с коэффициентом к 
можно осуществить, выполнив сначала гомоте
тию с коэффициентом к (и любым центром), 
а затем движение. Другими словами, подобие 
с коэффициентом к есть композиция гомоте
тии с коэффициентом к и движения.

Д оказательство. Пусть фигура Р' получена 
из фигуры Р подобием с коэффициентом к 
(рис. 134). Гомотетией с коэффициентом к 
(и любым центром) переведем фигуру Р в фигу
ру Г]. Тогда любым точкам X ,  У фигуры Р ста
вятся в соответствие такие точки Х 1г У,, что 
Х 1У1 = кХУ. Но и для точек X ',  У  фигуры Р', со
ответствующих точкам X ,  У, также Х'У'=кХУ. 
Поэтому ■Х’'У '= Х 1У1. Это равенство верно для 
любых точек Х г, У! фигуры Рх. Следовательно, 
фигуры Р г и Р' равны, т. е. Рг можно некоторым 
движением перевести в фигуру Р'. я

Свойства движений нам известны. Сейчас мы 
установим свойства гомотетии. Так как подобие 
сводится к последовательному выполнению го
мотетии и движения (т. е. к композиции гомо
тетии и движения), то сразу после этого мы вы
ясним и свойства подобия.

Рис. 133
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31.3. Свойства гомотетии
Сразу договоримся, что везде в этом пункте 

мы считаем некоторую точку О центром гомоте
тии с коэффициентом к. Далее, образы точек в 
результате гомотетии будем обозначать теми же 
буквами, что и сами точки, но со штрихами.

Свойство 1.
Гомотетия отрезок переводит в отрезок.

Доказательство. Пусть гомотетия переводит 
концы отрезка АВ  в точки А', В ’ (рис. 135, а). 
Точка Х е А В  тогда и только тогда, когда
А Х  = 1АВ , где 0 < * < 1 .  При этом если число I 
возрастает от 0 до 1, то X пробегает отрезок АВ
от А  к В.  »

По основному свойству гомотетии А'Х' =кАХ
и А'В' = кА В .  Из этих равенств А Х  =•! А'Х' 
и А В  = -А В '. Подставим эти значения А Х  и АВ  
в равенство А Х  = гАВ . Получим А Х '= г ^ А В ' ,
откуда А Х '  = 1А'В'. А это равенство означает, 
что, когда число I возрастает от 0 до 1, точка X' 
пробегает отрезок А В ' . ш 

Свойство 2.
Гомотетия сохраняет величину угла.

Подробнее: для любых точек А, В, С и соот
ветствующих точек А', В', С' выполняется равен
ство АВ'А'С'= АВАС  (рис. 135, б).

Доказательство. Обозначим Ь=АВ, с=АС, Ь'=
= А В '  и с'= А С '.  Тогда А В А С ^А Ь с  и АВА'С' = 
= АЬ 'с‘. По основному свойству гомотетии Ь'=кЪ 
и с '= к с .  Отсюда получаем, что |6 '|= |й | |Ь| и 
|с' |  =  1&| \с \ .  Кроме того,

Ъ' ■ с '=  (кЬ)  • ( кс)  = к 2(Ь ■ с) .
Но тогда

рлс /  и ’с' =  ̂ ' с =   ̂  ̂ 1 ^)— __ ~ с. . — соз АЬ с
|Ь’||с'| 1*1 |Ы1А||с I 1Ы1с|

Из равенства косинусов и следует равенство 
углов. ■

а)

163



Гомотетия треугольник переводит в тре
угольник. Стороны этих треугольников пропор
циональны, а соответственные углы равны.

Подробнее: пусть дан ААВС и гомотетия пе
реводит точки А, В, С в точки А', В', С'. Тогда 
ААВС переходит в АА’В'С  и при этом

А В  В 'С  А'С'
АВ ~  ВС ~  АС К }

И

АА'=АА, АВ'=АВ, АС'=АС. (3)
Доказательство. То, что треугольник АВС пе

реходит в треугольник А'В'С', вытекает из свой
ства 1. Действительно, треугольник АВС запол
няют отрезки А Х ,  где Х сВ С .  Эти отрезки пере
ходят в отрезки А'Х', причем Х'&В'С'. Отрезки 
А'Х' и заполняют треугольник А'В'С'. Пропор
циональность сторон вытекает из равенства (1), 
а равенство углов следует из свойства 2. ■

Свойство 4.
Совокупность всех гомотетий плоскости с об

щим центром является группой преобразований 
плоскости. При этом композиция двух гомотетий 
с общим центром и коэффициентами ки к2 будет 
гомотетией с тем же центром и коэффициентом 
кхк2, а преобразование, обратное гомотетии с ко
эффициентом к, имеет коэффициент 4-.к

Доказательство этого свойства приведите са
мостоятельно.

Свойство 3.

31.4. Свойство подобия
Первые три свойства вытекают из соответст

вующих свойств гомотетии и движения.
Свойство 1.

Подобие отрезок переводит в отрезок.

Свойство 2.
Подобие сохраняет величину угла.
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Подобие переводит треугольник в треуголь
ник. Соответственные стороны этих треугольни
ков пропорциональны, а соответственные углы 
равны (рис. 136).

Свойство 3.

(Соответственные стороны — это сторона и ее 
образ. Аналогично и для углов.)

Эти свойства докажите самостоятельно.
Свойство 4.
В результате подобия с коэффициентом к 

площадь фигуры умножается на к2.

Доказательство. Площадь треугольника рав
на половине произведения двух его сторон и си
нуса угла между ними. В результате подобия с 
коэффициентом к каж дая сторона умножается 
на к, а углы сохраняются. Поэтому площадь тре
угольника умножается на к2.

Многоугольные фигуры слагаются из тре
угольников. Так как  площадь каждого умножа
ется на к2, то и вся сумма умножится на к2, по
этому площадь многоугольной фигуры умно
жится на к2, я

Рис. 136

Свойство 5.
Композиция подобий с коэффициентами 

к2 есть подобие с коэффициентом кхк2.

Доказательство. Пусть фигура Р подобием /  
с коэффициентом к1 переводится в фигуру Рх, а 
затем фигура Р 1 подобием § с коэффициентом к2 
переводится в фигуру Р2 (рис. 137). Пусть точ-

Рис. 137
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кам X, У фигуры Р соответствуют точки X ,, У! 
фигуры Р х. Тогда

Х 1У1 = А1ХУ. (4)
Пусть, далее, точкам Х 1? У! фигуры Р х 

соответствуют точки Х 2, У2 фигуры Р2. Тогда
Х 2У2 = А2Х 1У1. (5)

Тем самым точкам X, У фигуры Р соответст
вуют точки Х 2, У2 фигуры Р2 и из равенств (4) 
и (5) следует, что Х 2У2 = к 1к2ХУ.  Это и означает, 
что преобразование — подобие с коэффици
ентом к хк2. я

Свойство 6.

Подобие обратимо, и преобразование, обрат
ное подобию с коэффициентом к, есть подобие
с коэффициентом

Это свойство докажите самостоятельно.
Из свойств 5 и 6 вытекает, что множество 

всех подобий плоскости является группой пре
образований плоскости.

31.5. Признаки подобия 
треугольников

Как мы установили, у подобных треугольни
ков соответственные стороны пропорциональны, 
а соответственные углы равны. Чтобы устано
вить подобие двух треугольников, достаточно на
личия части этих свойств.

Теорема 36 ( первый признак подобия).

Если стороны одного треугольника пропор
циональны сторонам другого треугольника, то 
эти треугольники подобны.

Доказательство. Пусть стороны треугольни
ков АВС  и А'В'С' пропорциональны, т. е. выпол
няются равенства (2).

У кажем подобие, которое переведет ААВС  
в АА В  С'. Сначала переведем ААВС  гомотетией /  
с любым центром и коэффициентом 6 = ̂ | -  
в А А 1В 1С1 (рис. 136). Так как А у В ^ к А В ,  
В 1С1=кВС  и А уСх=кАС, а из условия следует, что
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ч

А В '- к А В ,  В'С'=кВС и А'С'=кАС, то А В '^ А ^ В ^  
В'С'=ВХСХ и А 'С '-А А . Поэтому АА'В'С'=  
= А А 1В 1С1. По теореме 34 п. 28.1 о задании дви
жения найдется такое движение §, которое пе
реводит АА1В1С1 в  А А В 'С .  В ы п о л н и в  сначала 
гомотетию /, а затем движение §, мы осущест
вим подобие которое переводит треуголь
ник АВС  в треугольник А'В'С'. я

Теорема 37 ( второй признак подобия).

Если два угла одного треугольника равны 
двум углам другого треугольника, то такие тре
угольники подобны.

Доказательство. Пусть в треугольниках АВС  
и А'В'С' АА'=АА и  АВ'=АВ.  Тогда и АС'=АС. 
По теореме синусов из треугольника АВС  полу
чим, что

а 8 111А
Ь з т В  ‘

Аналогично из треугольника А'В'С'
а ' _  ашА*
Ь' 81П .В ' ’

(6)

(7)

Так как АА'=АА, то з т А '= 8 т А , а так как 
АВ'=АВ, то 81пВ'=31пВ. Поэтому отношения в 
правых частях равенств (6) и (7) равны, а по
тому %- =  Ь -  Следовательно, —=4-. Аналогичноо о  а О
получаем, что

И так, стороны треугольников АВС  и А'В'С' 
пропорциональны. По теореме 36 эти треуголь
ники подобны. ■

Теорема 38 (третий признак подобия).

Если две стороны одного треугольника про
порциональны двум сторонам другого треуголь
ника и углы, заключенные между этими сторо
нами, равны, то треугольники подобны.

Доказательство. Пусть у треугольников АВС 
и А^В^С^

аг=ка, Ъ\=кЪ, 1_СХ=АС. (8)
По ОТП (теорема 11 п. 10.1) 

с\ = а\ + Ъ\ -  2а{Ь̂  соз Сх, с2 = а 2 + Ь2 -  2аЬ соз С.
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1

А так как а х=ка, Ъх=кЬ и 0 0 8  0 , = соз С, то с ,=  
= к2а2 + к2Ь2 -  2к2аЬ соз С = к2(а2 + Ь2-2аЬ  соз С) = кгс2.

Поскольку с\= к2с2, то сх=кс  и, стало быть, 
все стороны треугольников АВС  и А1Б 1С1 про
порциональны. По первому признаку подобия 
эти треугольники подобны. ■

31.6. Метод подобия
При решении задач на построение методом 

подобия всегда приходится решать следующую 
задачу:

Задача ( построение четвертого пропорцио
нального отрезка). Д аны три отрезка а, Ь, с. 
Построить такой отрезок х, что | - = —.

Решение. Возьмем любой угол О. На одной 
его стороне отложим отрезки ОА = а и ОС = с, а 
на другой — отрезок ОВ = Ь (рис. 138, а). Через 
точку С проведем прямую р\\АВ. Она пересечет 
луч ОВ в точке X). Докажем, что ОБ — искомый 
отрезок х. Треугольники ОАВ и ОСБ подобны
(по второму признаку подобия). Поэтому ^  =
т. е. ОБ = х. ■

В частном случае эта задача позволяет раз
делить отрезок на п равных частей. Обозначим 
данный отрезок Ь. Возьмем любой отрезок с, и
пусть а = пс (рис. 138,6). Поскольку ~ т о  х  =

= — с = — с = — Ь. ■ а пс п
Реш ая задачу методом подобия, в частности 

гомотетией, сначала строим фигуру, удовлетво
ряющую всем требованиям задачи, кроме одно
го. А затем с помощью подобия строим искомую 
фигуру. Вот такая задача:

Задача. Построить квадрат так, чтобы 
три его вершины лежали на катетах, а чет
вертая  — на гипотенузе прямоугольного тре
угольника.

Построение. В прямоугольном треугольнике 
АВС  построим какой-нибудь квадрат СКЬМ  так, 
что точка К  лежит на СА, а точка М  — на СВ 
(рис. 139, а). Неважно, где при этом окажется 
точка Ь: внутри треугольника АВС  или вне его 
(если она окажется на стороне АВ, то задача 
уже решена). Проведем луч СЬ. Пусть он пере-
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секает АВ  в точке N.  Из точки N  проводим пер
пендикуляры на катеты: МК1±С А , ЫМ^А-СВ. 
Четырехугольник СК1М М 1 — квадрат, который 
нам нужен (рис. 139, б).

Докажем это. Так как в нем три угла пря
мые, то С К ^ М Х — прямоугольник. Осталось 
доказать равенство его соседних сторон. Тре
угольники СКЬ и С К подобны, так как имеют 
по два равных угла. Из их подобия следует, что

= Так как ЬК = КС, то ЫК1’- К 1С. Я
ь л  К  С

Эту задачу легко решить и не пользуясь ме
тодом подобия (как?). Но если ее обобщить и по
ставить, например, задачу о построении прямо
угольника, так же расположенного, как и квад
рат, но с отношением сторон 2 : 1 ,  то срабатыва
ет как раз указанный метод построения.

Используя подобие, докажем еще раз теоре
му 30 о точке пересечения медиан треугольника 
(см. п. 24.6).

Пусть медианы А М  и ВМ треугольника АВС 
пересекаются в точке О (рис. 140, а). Проведем 
среднюю линию МЫ. Напомним, что М Й \\А В  и
М М = ^А В .  Поэтому треугольник ОАВ подобен
треугольнику О М N  с коэффициентом подобия 2. 
Следовательно,

ОА _  ОВ _  2 
ОМ о м

Покажем, что и медиана СР проходит через 
точку О (рис. 140, б). Повторим проведенные 
рассуждения для медиан А М  и СР. Снова полу
чим, что они пересекаются в такой точке на ме
диане АМ ,  которая делит А М  в отношении 2:1.  
Этой точкой является точка О. Поэтому СР про
ходит через О. я

а) В

б)

31.7. Подобие при изображении  
плоских фигур

Подобие фигур лежит в основе их изображе
ния: правильное, не искаженное изображение 
подобно изображаемому (рис. 141, а). Всякий 
план, будь то план города или квартиры, пред
ставляет собой подобное изображение. Изобра
жаемый объект рассматривается как  плоская 
фигура, и в плане рисуется подобная ей фигура. 
Например, город представляется как фигура,
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состоящая из кварталов застройки и улиц; квар
талы застройки представляют собой многоуголь
ную фигуру. На плане изображается подобная 
ей фигура (рис. 141, б). Масштаб, в котором вы
полнен план, не что иное, как коэффициент по
добия. Когда пишут, например, масштаб 
1:100 ООО, иначе говоря, масштаб — 1 километр 
в сантиметре, это и значит, что коэффициент 
подобия равен 0,00001. При этом численные 
значения длин на плане те же, что в действи
тельности. Только на плане эти значения берут
ся в масштабе в сантиметрах, а в действитель
ности — в километрах. Пользуясь планами и кар
тами, так и определяют по ним расстояния.

Замечание. Вполне точное изображение зем
ной поверхности на картах невозможно: от
ношения длин неизбежно искажаются, так как 
Земля не плоская. Но для сравнения небольших 
участков это несущественно. Поэтому, изоб
раж ая на картах сравнительно небольшие уча
стки земной поверхности, затем составляют из 
них атлас, охватывающий всю Землю или 
любую ее часть. В том случае, когда хотят точ
но изобразить всю поверхность Земли, изготов
ляют глобус.

Рис. 141
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Рис. 143

31.8. Заполнение плоскости 
подобными фигурами

Орнамент, покрываю щ ий плоскость (см. 
п. 29.4), состоит из равных друг другу фигур, 
каждая из которых получается из другой неко
торым движением. Оказывается, что плоскость 
может быть покрыта и подобными (но не равны
ми) друг другу фигурами (рис. 142). Фигуры, 
изображенные на рисунке 142, совмещаются 
друг с другом поворотной гомотетией (компози
цией поворота и гомотетии, имеющих общий 
центр). Подобие (точнее, самоподобие) лежит 
в основе и так называемых множеств Ж юлио, 
изучение которых началось в XX веке в новом 
разделе математики, называющимся ф ракталь
ной геометрией. Термин фрактал  (от лат. П ас
сив — изломанный, дробный) ввел в употребле
ние в 1975 г. американский математик Бенуа 
Мандельброт. Ф ракталы поразили красотой и 
разнообразием форм не только математиков. И з
даются красочные альбомы с изображением раз
нообразных множеств Жюлио. Примеры таких 
множеств показаны на рисунке 143.

рЗэ н ®
Т>й

Р и с .  1 4 2
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Вопросы
1. В чем заключается подобное преобразование фигуры? Приве

дите примеры такого преобразования.
2. Какие фигуры называются подобными?
3. В чем заключается гомотетичное преобразование фигуры?
4. Какие вам известны свойства: а) гомотетии; б) подобия?
5. К ак построить треугольник, подобный данному? А много

угольник?
6. Какие признаки подобия треугольников вы знаете?
7. Откуда следует подобие: а) равносторонних треугольников; 

б) квадратов; в) правильных п-угольников; г) окружностей?
8. Как используется подобие для решения задач?
9. Что такое масштаб с точки зрения подобия?

10. Вам нужно узнать, подобны ли две данные фигуры. Как вы 
будете действовать?

Задачи к § 31

& Разбираемся в решении

ДЖУ 8 Используя теорему об отношении площадей подобных треуголь
ников, докажите теорему Пифагора.

Решение. Задача простая, но поучительная. Здесь важен не ее 
результат — он известен, не метод решения — он очевиден, но 
важно осмысление этой задачи.

Сначала дадим все-таки доказательство. Пусть в треугольни
ке АВС  угол С прямой, СИ1АВ  (рис. 144), ААСЬ™ ААВС  (?), зна
чит, 8, = /г |-8 , где А, — коэффициент подобия этих треугольни
ков, а 5  — площадь треугольника АВС. Аналогично 8 2 = к22 -8 ,  
где к2 — коэффициент подобия треугольников ВСИ и АВС. По
этому

8  = 3 1 + 8 2 = к \8  + к\8  = {к\ + к22)8 .
Отсюда к\ + к\=  1. Но к г= ^ ,  к2= ± . А  потому + ( ^ ) 2=1, откуда
а2 + Ь2 = с2, что и составляет содержание теоремы Пифагора.

Можно ли считать, что мы получили еще одно доказательст
во теоремы Пифагора? Пока нет. Дело в том, что для этого ее 
доказательства мы использовали теорию подобия. Когда мы за
нимались подобием, то опирались на тригонометрические функ
ции, их свойства и их применения. А когда мы занимались три
гонометрическими функциями, то использовали, в частности, те
орему Пифагора. Поэтому возможна логическая ошибка, так на
зываемый «порочный круг», т. е. для доказательства некоторого
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утверждения в неявном виде использу
ется то, что требуется доказать.

В данном случае все можно просле
дить детально и выяснить, как обстоят 
дела на самом деле — есть «порочный 
круг» или его нет (?). Вместе с тем 
надо понимать, что изучение планиме
трии могло бы идти и не в таком 
порядке, как у нас, и даже в извест
ном смысле наоборот: сначала подобие,
а затем теорема Пифагора. Именно так и делается в некоторых 
учебниках по геометрии.

Но что любопытно — теорему Пифагора можно вывести и без 
подобия, и без тригонометрических функций, а из одного толь
ко предположения: площадь прямоугольного треугольника с за
данным острым углом пропорциональна квадрату гипотенузы (?).

Рис. 144

Дополняем теорию

3 1 .2  |Т

3 1 .6  4

а) Пусть фигура Р2 подобна фигуре Р^ с коэффициентом по
добия к. С каким коэффициентом фигура Р х подобна фигуре Р27

б) Пусть фигура Р2 подобна фигуре Р , с коэффициентом ки 
фигура Рз подобна фигуре Р2 с коэффициентом к2. С каким ко
эффициентом фигура Р3 подобна фигуре Р^7

1 I Докажите, что в подобии: а) образ пересечения фигур является 
пересечением образов этих фигур; б) образ объединения фигур 
является объединением образов этих фигур.
К акая фигура получится в результате гомотетии: а) квадрата;
б) окружности (и круга); в) полуплоскости?

3 1 .5  . 2,3! Каким преобразованием является: а) преобразование, обратное 
гомотетии; б) композиция двух гомотетий с одним центром? 
Имеет ли гомотетия неподвижные точки?
Объясните, почему в результате подобия: а) перпендикулярные 
прямые переходят в перпендикулярные прямые; б) параллель
ные прямые переходят в параллельные прямые; в) пересекающи
еся прямые переходят в пересекающиеся прямые; г) касательная 
к окружности переходит в касательную к окружности.

4 Докажите, что в результате подобия сохраняется форма фигуры, 
т. е.: а) окружность переходит в окружность (круг — в круг);
б) многоугольник переходит в многоугольник; в) правильный мно
гоугольник переходит в правильный многоугольник; г) паралле
лограмм переходит в параллелограмм; д) прямоугольник перехо
дит в прямоугольник; е) ромб переходит в ромб; ж) трапеция пе- 

  реходит в трапецию.
^ Докажите, что подобны: а) два квадрата; б) два правильных 

п-угольника; в) две окружности; г) два круга; д) две полосы; 
е) два прямоугольника, стороны которых пропорциональны; ж) два 
шара.

173



м)

Рис. 145



4  Н айдите признаки подобия: а) прямоугольников; б) ромбов;
в) параллелограммов; г) равнобоких трапеций; д) трапеций; е) сек
торов; ж) сегментов; з) колец.

3 1 .1 0  5_ а) В треугольнике проведена средняя линия. Докажите, что 
она отсекает от него подобный треугольник. Чему равен коэффи
циент этого подобия?

б) Проверьте утверждение, обратное «а».
в) Обобщите утверждение «а».

« Ш !  5  I Из точки О выходят лучи а, Ь, с. На луче о находятся точки А 
и А 1, на луче Ь — точки В и В х, на луче С — точки С и Сх. При 
этом А1В1||АВ, В 1С1||ВС, С^АЛСА. Докажите, что треугольники 
А 1В 1С1 и  АВС  подобны. Докажите то же, если точки Ах, В и Сх 
взяты на продолжениях лучей.
Обобщите задачу на пространство.

3 1 .1 2  б  На одной стороне угла отложили равные отрезки и через их 
концы провели параллельные прямые, пересекающие стороны 
угла. Докажите, что на другой стороне угла получатся равные 
отрезки.

Это утверждение называют теоремой Фалеса — по имени зна
менитого древнегреческого мыслителя Ф а л е с а  М и л е т с к о г о  — 

 ок. 625 — ок. 547 г. до н. э.
6 Параллельные прямые, пересекающие стороны угла, высекают на 

них пропорциональные отрезки. Докажите.
О Д ]  б Разделите циркулем и линейкой отрезок в данном отношении, 

заданном: а) отрезками; б) целыми числами.

<Е> Смотрим
3 1 .1 5  5 Укажите пары подобных треугольников на рисунке 145.

3 1 .1 0 ]  Чему равен неизвестный отрезок на рисунке 146?

в)

г)

Рис. 146
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31.17 5 Какую часть составляет площадь х  от площади 5  данной фигу
ры на рисунке 147?

Рисуем

31.18 2,3 Нарисуйте треугольник АВС. Нарисуйте треугольник, ему гомо
тетичный: а) с центром А  и к = 2; б) с центром В и к = ̂ ', в) с цен
тром С и к = -  2; г) с центром в середине ВС и к = 2; д) с цент
ром в середине АС и & = - - | .

31- 1 Щ  Нарисуйте квадрат АВСЛ. Нарисуйте гомотетичный ему квадрат:
а) с центром гомотетии на стороне и к = — б) с центром гомо-о
тетии на средней линии и к = — в) с центром гомотетии на 
диагонали и к = 2.

31-2011 Нарисуйте окружность. Постройте ей гомотетичную с центром 
гомотетии: а) на окружности; б) внутри круга. Каждое задание
выполните с коэффициентами гомотетии 2, - 2 .

2,3 Нарисуйте любой многоугольник. Нарисуйте гомотетичный ему> 
взяв центр гомотетии: а) в вершине; б) в произвольной точке.



Поупражняйтесь в рисовании гомотетичных фигур в пространст
ве. Нарисуйте куб, выберите сами центр гомотетии и ее коэффи
циент. Постройте куб, гомотетичный данному.
Решите аналогичные задачи для правильного тетраэдра и пра
вильной четырехугольной пирамиды.

Я В ЕП П

Я К !  5 I

3 1 .2 5 0

йШ П
Й К !  5 I

ПБТГ в

Планируем

Как разделить прямоугольник на 2 прямоугольника так, чтобы 
получить: а) два подобных прямоугольника; б) две пары подоб
ных прямоугольников; в) три пары подобных прямоугольников? 
Дан равнобедренный треугольник. Как найти расстояние между 
точками на боковых сторонах, если эти точки являются конца
ми отрезка: а) соединяющего концы высот, проведенных из вер
шин основания; б) соединяющего концы биссектрис углов при 
основании; в) соединяющего концы отрезков, проведенных из 
вершин основания через середину оси симметрии; г) соединяю
щего точки касания вписанной окружности с боковыми сторона
ми; д) касательного к вписанной окружности и параллельного 
основанию?
Имеются два куска проволоки разной длины. Сгибая их, можно 
получить два подобных треугольника. Как это сделать?
Как выбрать точки внутри сторон данного треугольника, чтобы 
треугольник с вершинами в этих точках был подобен данному? 
В каждом из данных треугольников можно выбрать точку К  так, 
чтобы 5] = 5 2 (рис. 148). Объясните, почему это можно сделать. 
Где для этого выбрать точку К?
Как найти площадь треугольника, зная 
его высоты?
Как построить треугольник, подобный дан
ному и вписанный в данную окружность?
Как построить отрезок х, который выра
жается такими формулами: а) х 2 = а -Ь ;
б) х 2 = а ; в) х  = -

1+1 
я Ь

Рис. 148

12 Геометрия, 9 кл. 177



№ Доказываем

ЕЛЫГ12.3

З Е О

(сцс^[ 1 ] Даны отрезок АВ  и отрезок А В Х=2АВ.  Пусть каждой точке 
Х е А В  соответствует точка Х 1€АВ 1 , такая, что А Х 1 — 2АХ.  Дока
жите, что такое преобразование АВ  является подобием. У каж и
те подобное преобразование А В : в АВ.

ЗД ЗД  1 Докажите, что подобны две дуги одной и той же окружности. 
Приведите другие примеры подобных фигур.

1 : Докажите, что в подобных многоугольниках соответственные уг- 
лы равны.

1 | Пусть два многоугольника подобны с коэффициентом к. Докаж и
те, что: а) отношение их периметров равно к; б) отношение их 
площадей равно к2; в) отношение их радиусов описанных окруж
ностей равно к; г) отношение их радиусов вписанных окружнос
тей равно к.

2,3 Докажите, что гомотетичны: а) две параллельные прямые; б) ос
нования трапеции; в) два неравных треугольника с соответствен
но параллельными сторонами; г) две окружности.
Докажите, что композиция любого числа гомотетий является го
мотетией или параллельным переносом.

€ Щ В И  Пусть композицией двух гомотетий является гомотетия. Докаж и
те, что центры всех трех гомотетий лежат на одной прямой. 
Имеются два подобных треугольника с коэффициентом подобия 
к >2. Периметр большего из них на единицу превосходит пери
метр другого. Докажите, что: а) периметр большего треугольни
ка меньше 2; б) площадь меньшего треугольника меньше -|-.

5 I На одном и том же отрезке построены по разные стороны полу
окружность и равносторонний треугольник. Через вершину тре
угольника, не лежащую на взятом отрезке, проводится прямая, 
отсекающая треть данного отрезка. Докажите, что она отсекает 
и треть полуокружности.

5 I Два треугольника имеют равные основания, лежащие на одной 
прямой, и равные площади. Эти треугольники пересекает прямая, 
параллельная их основаниям. Докажите, что отрезки этой прямой

 внутри данных треугольников равны. Проверьте обратное.
ЩЦ б а) Из вершины С треугольника АВС проведены биссектрисы 

его внутреннего и внешнего углов. Первая из них пересекает 
прямую АВ в точке К,  а вторая — в точке Ь. Докажите, что 
А К : К В  = А Ь : Ь В .
Как, зная длины сторон треугольника, вычислить КЬ?

б) Из вершины С треугольника АВС проведены любые лучи р 
и <?, причем один из них пересекает отрезок АВ  в точке Р, а ДРУ' 
гой — прямую АВ в точке <3 так, что АР : РВ =АС?: <ЗВ. Затем про
ведена прямая, которая пересекает отрезки СА, СР, СВ, С(2 со
ответственно в точках Ах, Р х, В х, <3Х. Докажите, что будет выпол
няться равенство А гР х:Р 1В 1= А 1(21:<дгВ1
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Нарисуйте отрезок АВ. Постройте окружность, проходящую че
рез точки А и Б . Проведите ее диаметр, перпендикулярный АВ.  
Пусть он пересекает окружность в точках С и Б . Возьмите на от
резке АВ  точку Р. Проведите прямую ВР. Пусть она пересекает ок
ружность в точке ф. Проведите прямую Сф. Пусть она пересека
ет прямую АВ  в точке В. Докажите, что АР :Р В = А В :В В .  
Исходя из этого построения предложите способ построения 

 четвертого пропорционального отрезка.
31.43 6 | Дадим определение золотого сечения. Пусть дан отрезок АВ. Го

ворят, что точка С отрезка АВ  делит его в отношении золотого 
сечения,_  если А В :С В= С В:АС .  Известно, что это отношение 
равно (У 5+1):2. Нарисуйте отрезок АВ.  Пусть точка С делит его 
в отношении золотого сечения. На отрезке АС отложите отрезок 
СБ = СВ. Докажите, что точка Б  делит АС в отношении золотого 

 сечения.
6 Пусть точка К  — середина стороны АВ  квадрата АВСБ. Проведи

те окружность с центром К  радиусом КС. Точку ее пересечения 
с лучом АВ  обозначим Б. Докажите, что точка Б  делит отрезок 
АЬ  в отношении золотого сечения.

В 1 Е И 6  1 Угол при вершине равнобедренного треугольника равен 36°. До
кажите, что биссектриса угла при основании делит боковую сто- 
рону в отношении золотого сечения.
Прямоугольник назовем «золотым», если отношение его сторон 
равно отношению золотого сечения. От «золотого» прямоуголь
ника отрезали квадрат со стороной, равной меньшей стороне пря
моугольника. Докажите, что остался «золотой» прямоугольник.

Д Е М  6 I Пусть АБСБ и А 1С 0 1В 1 — два «золотых» прямоугольника (см. за
дачу 31.46), расположенные по разные стороны от прямой ВС, 
А ,€Б С . Соедините точки Б  и Б! отрезком и нарисуйте прямо
угольник В1ГББ,, где точка К  лежит на стороне АБ. Докажите, 
что: а) В К Ь Р г не простой, а «золотой» прямоугольник; б) пло
щадь В-КХБ, равна сумме площадей данных прямоугольников. 
И спользуя гомотетию, докажите, что: а) средняя линия тре
угольника параллельна его стороне и равна половине этой сторо
ны; б) три медианы треугольника пересекаются в одной точке;
в) точка пересечения диагоналей трапеции лежит на средней ли
нии ее оснований; г) точка пересечения продолжений боковых 
сторон трапеции лежит на продолжении средней линии оснований.

ДИК 6 I Внутри данного круга взяты две точки. Докажите, что через них 
можно провести такую окружность, которая лежит внутри этого 
круга.

[о ] Исследуем

■Д*Ь! 1 I Подобны ли два четырехугольника, если: а) стороны одного про
порциональны сторонам другого; б) углы одного равны углам 
другого?
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♦ЗЬ.11 1 I Являются ли подобиями преобразования плоскости приведенные 
в задаче 26.6?

И 1№  1 I Подобны ли: а) две сферы; б) два куба; в) два правильных тет
раэдра; г) два цилиндра; д) два конуса; е) два прямоугольных 
параллелепипеда?

2,3 Нарисуйте отрезок АВ. Пусть точка В  является образом точки А 
в результате гомотетии. Где находится центр этой гомотетии,
если к = 2, -1, - 4 ?&Щ2 ,3 Стороны двух неравных квадратов соответственно параллельны.

  Гомотетичны ли эти квадраты?
4 Стороны прямоугольника равны 6 и 2. Перпендикулярно боль

шей стороне проведена прямая так, что она отсекает прямоуголь
ник со сторонами 1 и 2. а) Есть ли на рисунке подобные прямо
угольники? б) Пусть эта прямая движется, оставаясь параллель
ной самой себе. Могут ли на рисунке появиться подобные пря
моугольники?

Рассмотрите три случая: 1) подобие частичных прямоугольни
ков; 2) подобие большего частичного исходному прямоугольнику;
3) подобие меньшего частичного исходному прямоугольнику.

4 1 Внутри диагонали прямоугольника взята точка, а) Из нее опус
тите перпендикуляры на две соседние стороны прямоугольника. 
Получился ли при этом прямоугольник, подобный данному?
б) Опустите из нее перпендикуляры на все стороны прямоуголь
ника. Сколько получилось прямоугольников, подобных данному?

4 Из точки внутри прямоугольника провели перпендикуляры на 
две соседние стороны. Будет ли полученный прямоугольник по
добен данному?

4 Можно ли разбить квадрат на два подобных прямоугольника?

а) Средняя линия прямоугольника отсекла от него прямо
угольник, подобный данному. Какой зависимостью связаны его 
стороны?

б) Одна из средних линий прямоугольника отсекла от него 
прямоугольник, подобный данному. Будет ли другая средняя ли- 
ния обладать таким же свойством?

4 Из прямоугольника АВСЭ  вырезали квадрат АВКЬ. При каком 
условии прямоугольник КЬБС  подобен исходному прямоугольни
ку? Пусть это условие выполнено. Повторим эту операцию с пря
моугольником КЬБС. Будет ли вновь полученный прямоуголь
ник подобен данному?

4 Можно ли в данном прямоугольнике выбрать по одной точке на 
каждой его стороне так, чтобы они были вершинами прямоуголь
ника, подобного данному?

4 а) Через точку внутри диагонали параллелограмма проведены 
его хорды, параллельные сторонам. Получатся ли при этом по
добные параллелограммы?
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б) Из вершин параллелограмма проведены перпендикуляры 
на его диагонали. Докажите, что полученные четыре проекции 
его вершин являю тся вершинами параллелограмма, подобного 
данному.

в) Из вершин тупых углов параллелограмма провели перпен
дикулярные к его сторонам прямые. Могут ли полученные при 
этом точки пересечения этих прямых быть вершинами паралле
лограмма, подобного данному?

г) Обобщите задачу «б».
ЕаРЕГ 4 В данной трапеции проведите прямую, параллельную основани

ям. Может ли при этом оказаться так, что: а) меньшая трапеция 
подобна исходной; б) большая трапеция подобна исходной; в) мень
шая трапеция подобна большей; г) подобны все три трапеции?

Если все эти случаи возможны, то, зная стороны трапеции, 
как  вы вычислите длину проведенной хорды?

4 Можно ли проверить подобие двух четырехугольников, измеряя 
только углы?

4 Можно ли круг разделить на два подобных сегмента?

4 На сторонах прямоугольного треугольника построены подобные 
многоугольники. Верна ли для них теорема, аналогичная теоре
ме Пифагора?

31.67 5 Найдите признаки подобия: а) прямоугольных треугольников; б) рав
нобедренных треугольников.

5 В трапеции АВСБ  проведены диагонали и через точку их пере
сечения проведена хорда, параллельная основаниям, а) Укажите 
все пары подобных треугольников на этом рисунке, б) Как най
ти длину этой хорды в трапеции, в которой известны все сторо
ны? в) Докажите, что в равнобокой трапеции эта хорда делит по
полам угол между диагоналями, г) Будет ли такое свойство хор
ды характерным для равнобокой трапеции? д) Чему равен отре
зок средней линии боковых сторон трапеции, заключенный меж 
ду ее диагоналями, если основания трапеции равны и й2?

5 Хорда угла движется параллельно самой себе. Какую фигуру об
разуют ее середины? Обобщите задачу.

5 В треугольнике будем проводить хорды из вершины. Каждый из 
двух треугольников, полученных при этом, будем называть час
тичным треугольником, а) Как провести хорду, чтобы один из 
частичных треугольников был подобен данному? б) Можно ли 
провести хорду так, чтобы оба частичных треугольника были по
добны данному? в) Можно ли провести хорду так, чтобы частич
ные треугольники были подобны между собой? г) В каком тре
угольнике частичные треугольники подобны между собой и дан
ному треугольнику? д) Пусть два треугольника разбиты на час
тичные треугольники. Пусть исходные треугольники подобны 
и по одному частичному треугольнику подобны. Подобны ли дру
гие частичные треугольники?
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Я Н Г  5 Через точку на стороне треугольника проведены хорды, парал
лельные другим его сторонам, а) Укажите на рисунке подобные 
треугольники, б) Сравните их суммарную площадь с площадью ос
тавшейся части, в) Можете ли вы узнать, при каком положении 
выбранной точки площадь оставшейся части достигнет наиболь
шего значения? г) Пусть данный треугольник равнобедренный, 
а точка выбирается на его основании. Как изменяется периметр 
получающегося четырехугольника при движении этой точки по 
основанию?

ЯЕ>1 5 I Через точку внутри треугольника провели три хорды, параллель
ные его сторонам. Известны площади образовавшихся при этом 
треугольников, ограниченных стороной данного треугольника и 
двумя проведенными хордами. Можете ли вы найти площадь ис
ходного треугольника? 

ь1Ък\ б I а) В каком отношении делится медианой хорда треугольника, 
параллельная стороне, к которой эта медиана проведена? Како
во более общее утверждение?

б) Из вершины треугольника проводятся всевозможные его 
хорды. Какую фигуру образуют точки, делящие эти хорды в од
ном и том же отношении?

Я И !  л  1 

ЯУГГ 6

Строим

а) Постройте ромб, вписанный в данный прямоугольник.
б) Можно ли построить ромб, вписанный в данный выпуклый 

четырехугольник?
Нарисуйте отрезок. Пусть его длина равна 1. Нарисуйте еще 
один отрезок. Пусть его длина равна й. Постройте отрезок дли
ной: а) с12; б) в) \(1.

6 Нарисуйте отрезок. Разделите его в отношении золотого сечения.

Я П 7 б Постройте прямоугольный треугольник по отношению катетов и:
а) гипотенузе; б) периметру.

Я Ш  6 1 Постройте треугольник по двум углам и: а) высоте, опущенной 
из вершины третьего угла; б) медиане, проведенной из вершины 
третьего угла; в) биссектрисе третьего угла; г) периметру; д) ра
диусу описанной окружности; е) радиусу вписанной окружности.

6 Даны угол и точка внутри его. Постройте: а) равносторонний 
треугольник, вершины которого лежат на сторонах угла, а одна 
из сторон проходит через данную точку; б) квадрат, одна из вер
шин которого находится в данной точке, а остальные лежат на 
сторонах угла; в) окружность, касающуюся сторон угла и прохо- 

 дящую через данную точку.
Е1МИ 6 |  В данный сектор впишите: а) равносторонний треугольник; б) квад

рат; в) окружность.
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Впишите прямоугольник с заданным отношением сторон в: а) сег
мент; б) сектор.
Постройте квадрат, вписанный в: а) равносторонний треуголь
ник; б) равнобедренный треугольник, у которого основание рав
но высоте, проведенной к нему.

Какую часть составляет площадь такого квадрата от площади 
треугольника?

Применяем геометрию

3 1 .8 |Х  Подобны ли картина и ее фотография?

1 I

К Я Ш  1 

к\Ш 4  I

Д 1М  4 I

Д1Ш  5 I

31.89 б

31.90 б

6 I

31.92 б

31.93 б

31.94 б

Что значит выражение «десятикратная линза»? «десятикратный 
бинокль»? Пусть мы смотрим на угол, равный 1°. Каким по ве
личине он будет виден в такую линзу? в такой бинокль?
Ребро одного куба в два раза больше ребра другого куба. Оба ку 
ба обшивают материей. Во сколько раз больше материи уйдет на 
больший куб?
Первая система стандартизации в книгоиздательстве исходила из 
двух соображений. Первое — формат бумаги и его части должны 
быть подобны при делении их пополам. Второе — площадь ос
новного листа должна быть равна 1 м2. Исходя из этих сообра
жений были получены размеры основного формата в форме пря
моугольника. Каковы эти размеры?
Рамка картины имеет одну и ту же ширину. Подобны ли карти
на и картина в рамке?
Отрезки АП и ВС параллельны. Из А в В и и з В в С  вышли два 
пешехода. А В  и ВС они проходят за одно и то же время. Однаж
ды один из них вышел по прямой из А в С, а другой — по пря
мой из С в А. Где они встретятся?
Расстояние между двумя пунктами на плане масштабом 1:10 ООО 
равно 12 см. Каково оно на самом деле? Каким оно будет на пла
не масштабом 1: 5000? 1: 25 000?
На земле квадратный участок имеет площадь 1 га. Каковы раз
меры этого участка на карте масштабом: а) 1 :2 5  000; б) 1: 50 000? 
Парк умещается в круге радиусом 2 км. Вы хотите сделать его 
план на прямоугольном листе бумаги, а) Какими должны быть его 
размеры, если вам нужно выдержать масштаб 1 :1 0  000? б) В ка
ком самом крупном масштабе вам удастся его сделать на прямо
угольном листе размером 30x20  см?
План участка сделан в масштабе 1 :1 0  000 на целом листе бума
ги. План того же участка хотят сделать в масштабе 1 :5 0 0 0 . 
Сколько для этого понадобится таких же листов бумаги?

а) Что означает фраза: «Первая карта крупнее, чем вторая»?
б) Что означает фраза: «Первая карта крупнее второй в два 

раза»? Приведите пример двух таких карт.
Как с помощью подобия можно: а) вычислить расстояние до не
доступной точки; б) вычислить расстояние между двумя недо-
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ступными точками; в) вычислить высоту объекта; г) провести на 
земле прямую на невидимый объект?

Я Е »  6 I На каком расстоянии от вас находится человек, идущий перпен
дикулярно линии наблюдения?

В одной из книг дается такой ответ: «Закройте левый глаз, 
вытяните руку вперед и отогните большой палец. Уловив 
момент, когда палец прикроет фигуру идущего вдали человека, 
закройте правый глаз, а левый откройте и сосчитайте, сколько 
шагов сделает человек до того момента, когда палец вновь при
кроет фигуру. Увеличив полученное число в 10 раз, вы узнаете 
расстояние до него в ш агах».

На чем основан такой прием?
ЯЕМ 6 I Перед вами разворот книги (рис. 149). Подобны ли страница 

книги ^/[N 00  и место А1В 1С1Л ,, занятое ее текстом, если 
АО : АВ  = \/2 :1 ?

А  Рассуждаем

Я Е Ы  1 I а) Нарисуйте два неравных отрезка АВ и А 1В 1. Пусть А1В 1 = 
=кАВ. Укажите подобное преобразование: 1) АВ  в А Д ;  2) А ХВ Х в АВ.

б) Два подобных многоугольника вписаны в одну и ту же 
окружность. Будут ли они равны?

в) Два подобных многоугольника описаны около одной и той 
же окружности. Будут ли они равны?

1 Имеются две подобные пирамиды с коэффициентом подобия к. 
Чему равно отношение площадей их поверхностей?

Ответьте на тот же вопрос для других подобных многогран
ников. Какое у вас возникает предположение?

Рис. 149 А N  Б
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Ш г Ы г !  Почему образом правильного многоугольника в результате гомо
тетии будет правильный многоугольник?

Л$3 Три точки А, В, С лежат на одной прямой. Пусть А  — центр го
мотетии, при которой В переходит в С. Как вычислить коэффи
циент гомотетии?

3 При каком условии композиция двух гомотетий является тожде
ственным преобразованием?

4 Объясните, почему в результате подобия середина отрезка пере
ходит в середину отрезка. Обобщите эту задачу.

Й Ш Г 4 1 В результате подобия треугольник перешел в другой треуголь
ник. Объясните, почему при этом сохраняется по сторонам и уг
лам вид треугольника. Что при этом будет образом: а) медианы;
б) биссектрисы; в) высоты; г) центра вписанной окружности;
д) центра описанной окружности; е) центра масс?

Участвуем в олимпиаде

1.104(3 Диагонали трапеции взаимно перпендикулярны. Докажите, что 
произведение длин оснований трапеции равно сумме произведе
ний длин отрезков одной диагонали и длин отрезков другой диа
гонали, на которые они делятся их точкой пересечения.

Ш Ы Л б ! В квадрат вписан прямоугольник, не являю щ ийся квадратом. 
Докажите, что его полупериметр равен диагонали квадрата.

Ш М б !  В треугольнике АВС  проведена прямая В Е , параллельная сторо
не ВС. Она отсекает от треугольника АВС  треугольник А В Е . 
Пусть М  — точка на стороне ВС. Найдите площадь четырех
угольника А В М Е , если площади треугольников АВС  и А В Е  рав
ны 5! и 3 2 соответственно, 

б На сторонах АВ  и СВ параллелограмма АВСВ  найдите такие точ
ки К  и М , чтобы площадь четырехугольника, полученного при 
пересечении треугольников А М В  и СКВ, была наибольшей.

ШЬЫ'бЧ Н  — ортоцентр остроугольного треугольника АВС, В  — середина 
стороны АС. П рямая, проходящая через Н  перпендикулярно от
резку В Н , пересекает стороны АВ  и ВС в точках Е и Р. Докаж и
те, что Н Е = НР.

6 Угол А треугольника АВС в два раза больше угла В. Докажите, 
что ВС2 = (АС +АВ)АС.

ЯДЫб! На окружности, касающейся сторон угла с вершиной О, выбра
ны две диаметрально противоположные точки А и В (отличные 
от точек касания). Касательная к окружности в точке В пересе
кает стороны угла в точках С и В, а прямую ОА — в точке Е. До
кажите, что ВС = ВЕ .

Я Ш  б На основании А В  трапеции АВСВ  взяты точки К  и Ь так, что 
А К  = ЬВ. Отрезки АС и ВЬ пересекаются в точке М , отрезки КС и 
ВВ  — в точке N . Докаж ите, что отрезок ММ  параллелен 
основаниям трапеции.
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Ц П Я в !  На плоскости даны отрезок АВ  и точка С, являю щ аяся его вну
тренней точкой. Найдите множество точек М  плоскости, таких, 
что ХАМ  В = ААСМ.

И М И  6 Даны две окружности радиусов Н и г, касающиеся внешним об
разом. Строятся различные трапеции АВСБ  так, чтобы каждая 
из окружностей касалась обеих боковых сторон и одного из ос
нований трапеции. Найдите наименьшую возможную длину бо
ковой стороны АВ.

Я П ь !  6 Постройте треугольник по двум сторонам и биссектрисе угла меж- 
_ ду ними.

Я П Р Г б  О — произвольная точка медианы АА, треугольника АВС. П ря
мая ВО пересекает сторону АС  в точке В х, а прямая СО пересе
кает сторону АВ  в точке Сх. Докажите, что прямые В ХСХ и ВС 

    параллельны.
*1ИЫ б1 Две окружности касаются друг друга внутренним образом в точ

ке А . Через точку В  внутренней окружности, отличную от А, 
проведена касательная к этой окружности, пересекающая внеш
нюю окружность в точках С и В. Докажите, что АВ  — биссект- 

  риса угла САХ).
М Ш И  6 Учитель нарисовал на доске прямоугольный треугольник АВС  с 

прямым углом при вершине В и вписанный в него равносторон
ний треугольник К М Р, такой, что точки К, М , Р лежат на сто
ронах АВ, ВС, СА соответственно, причем отрезки К М  и АС па
раллельны. Затем он стер с доски все, за исключением точек А, 
Р, С, и предложил ученикам при помощи циркуля и линейки 
восстановить стертые линии и точки. Как это сделать?

Е § 32. Инверсия
32.1. Определение инверсии

Все конкретные преобразования, которые мы 
до сих пор рассматривали, сохраняли прямоли
нейность: отрезок они переводили в отрезок. 
Преобразование, которое мы изучим в этом па
раграфе, таким свойством не обладает. Оно на
зывается инверсией и определяется так.

Пусть задана некоторая окружность 8  с цен
тром О и радиусом г (рис. 150). Каждой точке 
X ,  отличной от точки О, поставим в соответст
вие точку X '  на луче ОХ, такую, что

ОХ'- О Х  = г2. (1)
Это преобразование и называется и н в е р с и е й  

о т н о с и т е л ь н о  о к р у ж н о с т и  8  и обозначается 18.
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Точка О называется ц е н т р о м  и н в е р с и и ,  радиус 
г — р а д и у с о м  и н в е р с и и ,  а окружность 5  — 
о к р у ж н о с т ь ю  и н в е р с и и .  В точке О инверсия 13 
не определена, т. е. для О нет соответствующей 
точки.

Из симметричности точек X  и X '  в определе
нии инверсии вытекают такие ее свойства:

С в о й с т в о  1 .

Е с л и  т о ч к е  X  с о о т в е т с т в у е т  т о ч к а  Х ' п р и  и н 
в е р с и и  1 3 , т о  т о ч к е  X '  с о о т в е т с т в у е т  т о ч к а  X ,  
т . е . е с л и  Х '= 1 3(Х), т о  X  =  13(Х ').

Это же свойство можно сформулировать так: 
преобразование, обратное инверсии, совпадает с 
самой инверсией, т. е. 131 = 13.

Таким образом, 13°13 = Е.
С в о й с т в о  2 .

П р и  и н в е р с и и  к а ж д а я  т о ч к а  о к р у ж н о с т и  и н 
в е р с и и  н е п о д в и ж н а ,  т . е .  е с л и  Х е З ,  т о  13(Х )= Х .

В остальных случаях из пары соответствую
щих друг другу при инверсии точек X  и X '  од
на из точек лежит внутри окружности инвер
сии, а другая точка — вне окружности.

Эти свойства говорят о сходстве инверсии и 
осевой симметрии. Поэтому иногда инверсию 
называют симметрией относительно окружнос
ти. Если преобразование /  — инверсия или сим
метрия, то выполняется равенство

!Ч = Е .  (2)
Преобразование, удовлетворяющее соотноше

нию (2), называется и н в о л ю ц и е й .  Симметрия и 
инверсия — инволюции.

Как построить соответствующие друг другу 
при инверсии точки X  п X ', ясно из рисунка 151. 
Прямые р и д — касательные к 5. О Х -О Х '= г2.

Р и с .  1 5 0

Р и с .  1 5 1

32.2. Аналитическое задание  
инверсии

Для изучения дальнейших свойств инверсии 
Удобно применить аналитический метод. Вве
дем систему прямоугольных координат, помес-
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тив их начало в центр О окружности инверсии 13 
(рис. 152). Пусть точка А имеет координаты х, у, 
а соответствующая ей точка А, — координаты 
х „  у г. Тогда ОА = (х ,у ) , ОА1 = (х 1, у 1) и

ОА, = ХОА. (3)
Поэтому х, = Хх, у х = Ху. Найдем множитель X. Так
как ОА, ТТОА, то Я.>0. Из равенства (3) следу
ет, что ОА, = ХОА. У м н о ж и в  обе части последне
го равенства на ОА, получим:

ОА, • ОА — ХОА2. (4)
Так как ОА, ОА = г2 и ОА2 = х 2 + у 2, то из (4)Л

получаем, что Х=-^— Следовательно, инвер-х+ у1 У
сия 1В задается равенствами

х 1 = г2-2Т^» (5)х+ у  * +{/
Нам нужны будут и равенства, выражающие 

х  и у через х, и */,. Так как 111 = 13, то

* = Г 2 - 2 ^ - 2 ,  У =  ГЛ~ р —2 • (6 )
А + у \  х21 + у1

32.3. Образы прямых 
при инверсии

Т е о р е м а  3 9  (об инверсии).

И н в е р с и я  п р е о б р а з у е т :  1 )  п р я м у ю , п р о х о д я 
щ у ю  ч е р е з  ц е н т р  и н в е р с и и ,  в э т у  ж е  п р я м у ю ;
2 )  п р я м у ю , н е  п р о х о д я щ у ю  ч е р е з  ц е н т р  и н в е р 
с и и , в о к р у ж н о с т ь , п р о х о д я щ у ю  ч е р е з  ц е н т р  и н 
в е р с и и ;  3 )  о к р у ж н о с т ь ,  п р о х о д я щ у ю  ч е р е з  
ц е н т р  и н в е р с и и ,  в п р я м у ю , н е  п р о х о д я щ у ю  ч е 
р е з  ц е н т р  и н в е р с и и ;  4 )  о к р у ж н о с т ь , н е  п р о х о д я 
щ у ю  ч е р е з  ц е н т р  и н в е р с и и ,  в о к р у ж н о с т ь ,  
н е  п р о х о д я щ у ю  ч е р е з  ц е н т р  и н в е р с и и .  (Во всех 
случаях центр инверсии исключается.)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Общее уравнение для пря
мых и окружностей на плоскости таково:

А (х2 + у 2) + В х + Су + Б  = 0 (7)
(если А 2 + В2 + С2> 0).
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Действительно, при А = 0 уравнение (7) ста
новится линейным уравнением и задает прямую 
(см. п. 25.4). Уравнение же окружности (х - а ) 2 + 
+ (у -Ь )2 = К2 (п. 25.2) также является уравнением 
вида (7).

Выясним теперь, во что преобразует инвер
сия 13 фигуру Р, заданную уравнением (7). Для 
этого в (7) подставим выражения (6). Получим:

Аг*(х{+у\)  , В г 2х 1 +  Сг2у1 , п  п
~ ~ о  9~9 I О 9 г  и(А + у\)2 А  + у\

т. е.
П (х\ + у\) + В г 2х 1 + Сг2у 1 + Аг4 = 0. (8)

Уравнение (8) задает образ 13 (Р ) фигуры Р  
при инверсии 13. Рассмотрим последовательно 
все четыре случая.

1) Р  — прямая, проходящая через точку О 
(рис. 153, а). Тогда А = 0, П = 0 и уравнение (8) 
имеет вид В х 1 +  Су-[ = 0, т . е. задает т у  же пря
мую Р .

2) Р  — прямая, не проходящая через точку О 
(рис. 153, б). Тогда А = 0, н о К ^ О и  уравнение (8) 
приводится к виду

х \  +  у \ -  2а х х -  2Ъух = 0,

где 2а = - ^  и 2Ь = - ^ Выделив полные квад
раты, его можно записать так:

(х1- а ) 2 + (ух-Ь )2 = а2 + Ь2. (9)
Уравнение (9) задает окружность, проходя

щую через точку О.
3) Р — окружность, проходящая через точку О. 

Тогда А^О,  но П = 0 и уравнение (8) приводит
ся к виду

В х 1 + Су1+Аг2 = 0. (10)

Так как А^ О,  то это уравнение (10) задает 
прямую, не проходящую через точку О 
(рис. 153, в). Объясните, почему в этом случае 
хотя бы одно из чисел В или С отлично от нуля.

4) Р — окружность, не проходящ ая через 
точку О (рис. 153, г). В этом случае и А ^ 0 ,  и 
Л^ О,  а уравнение (8) — это уравнение того же 
вида, что и уравнение (7): оно тоже задает 
окружность, не проходящую через точку О. Мы 
рассмотрели все случаи. ■

а) У, 

5

Р/

о *

б) ^

V
~ ''-4 а

<
О г \ ч

0

в) У

€ Ь х

5 4
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Для каждого из случаев, рассмотренных в 
теореме, укажите построение образа соответст
вующей фигуры при инверсии. Заметьте, что 
эти построения упрощаются в тех случаях, ког
да прямая или окружность пересекает окруж
ность инверсии (рис. 153, в, г). Обратите внима
ние, что при инверсии центр окружности не пе
реходит  в центр ее образа.

32.4. Сохранение величин углов 
при инверсии

Ясно, что инверсия не сохраняет расстояний 
между точками. Но оказывается, что инверсия 
сохраняет углы между кривыми. В рассмотрен
ных нами случаях это углы между прямыми 
и окружностями. Угол между пересекающими
ся окружностями — это угол между касатель
ными к ним прямыми в точке их пересечения 
(рис. 154, а). Аналогично определяется и угол 
между окружностью и пересекающей ее прямой 
(рис. 154, б). Сначала заметим следующее.

Если окружность и прямая (или две окруж 
ности) касаю тся, то их образы при инверсии 
также касаются (рис. 155). Действительно, по
скольку исходные фигуры имеют единственную 
общую точку, то их образы такж е имеют един
ственную общую точку, т. е. касаются. (Поче
му?)

Теперь докажем, что при инверсии углы со
храняются для случая пересекаю щ ихся п ря
мых р и д, не проходящих через центр инвер
сии — точку О (рис. 156). (Остальные случаи 
сводятся к этому, так как, например, угол меж
ду окружностями — это угол между их каса-

Р и с .  1 5 4
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тельными прямыми в точке пересечения окруж 
ностей.)

Доказательство. Пусть А  — точка пересече
ния р  и д. Окружности 11 = 18(р) и  У=13(д) пере
секаются в точке О и еще в одной точке 
В = 18(А). Поскольку углы между окружностями 
(7 и V  в точках О и В равны, то будем рассма
тривать угол ф между ними в точке О. Касатель
ные прямые и в точке О к окружностям V  
и V параллельны соответственно прямым р и д  
(докажите это!). Поэтому Ар1д1 = Ард = ф. ■

32.5. Метод инверсии
Сначала мы применим инверсию для доказа

тельства теоремы Птолемея о произведении диа
гоналей вписанного четырехугольника. К л а в 
д и й  П т о л е м е й  (ок. 100 — ок. 178) — знаме
нитый древнегреческий астроном и математик, 
живший в Александрии.

При доказательстве теоремы Птолемея ис
пользуется следующая лемма:

Лемма (об инверсии).

Пусть А ' п В' — образы точек А  и В при ин
версии с центром О и радиусом г. Тогда тре
угольники ОАВ  и ОВ'А’ подобны и

А 'В'= А В о ^ о в -  <“ >
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Доказательство. По определению инверсии 
выполняются равенства

О А  • ОА = г2, ОВ' ■ ОВ = г2. (12)
Следовательно, О А ■ ОА = ОВ' ■ ОВ, и потому

ОА'
ов

ОВ'
ОА (13)

Значит, треугольники ОАВ и О БА' имеют об
щий угол при вершине О и их стороны, идущие 
из этой вершины, пропорциональны (рис. 157). 
По третьему признаку подобия треугольники 
ОАВ и О В А  подобны. (При этом вершине А  со
ответствует вершина Б ', а вершине В — верши
на А .)  Но тогда и

А'В' = ОА 
АВ ОВ •

Из этого равенства
А'В'=АВ ■ § § .  (14)

П одставляя в (14) выражение ОА' = -^ - из 
(12), получаем (11). ■

Теорема Птолемея.

Произведение диагоналей вписанного в 
окружность четырехугольника равно сумме про
изведений его противоположных сторон.

Доказательство. Пусть четырехугольник АБСБ 
вписан в окружность 8  (рис. 158). По теореме 
об инверсии эту окружность инверсия I  с цент
ром в точке Б  (и любым радиусом) переведет в 
прямую р, не проходящую через точку Б . Точки 
А 1 = 1(А), В 1 = 1(В), С1 = 1(С) лежат на прямой р, 
причем точка В х лежит на отрезке А ХСХ. Поэтому

А гС1= А 1В 1 + В 1С1. (15)
По лемме об инверсии

а 1с 1= а с о а г21)С, а 1в 1= а в - а '?1)В,

я (16)
в ^ = в с ш г т -

Подставив эти выражения в равенст
во (15) и упростив, получаем нужное ра
венство:

АС ■ Б В ^ А В  • БС + ВС ■ БА. я  (17)

Р и с .  1 5 7
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Инверсию часто применяют для решения за
дач на построение касающихся фигур (прямых 
и окружностей), преобразуя окружности в пря
мые. Касание фигур сохраняется при инверсии, 
и часто после инверсии решение задачи упроща
ется. Затем, снова выполнив инверсию, получа
ют решение исходной задачи. Вот пример такой 
задачи.

Задача. Построить окружность, проходя
щую через две данные точки и касающуюся дан
ной окружности.

П лан решения. Пусть заданы точки А, В и 
окружность II (рис. 159). Считается, что мы 
уже умеем решать такую задачу: построить ок
ружность, проходящую через две данные точки 
и касающуюся данной прямой (идея решения 
этой задачи указана на рисунке 160). Произве
дем инверсию I  с центром в любой точке 0 € 1 / 
и любым радиусом (например, ОА). Инверсия I  
переведет окружность II в прямую р = 1(11), точ
ку А в точку А Х = 1(А) и точку В в точку 
В ,= Ц В ).

Построим окружность У1, проходящую через 
точки А и В] и касающуюся прямой р. Тогда ок
ружность У = П У Х) пройдет через точки А = /(А 1), 
5  = 7 (5 ^  и коснется окружности 11=1{р). ■

(Все это нетрудно описать, но очень трудно 
нарисовать. Поэтому рисунка здесь нет.)

32.6. Инверсор
На свойствах инверсии основан механизм, 

преобразующий вращательное движение в пря
молинейное. Он называется инверсором и устро
ен так. Семь твердых стержней ОР, ОО, РМ ,
Р М ', ОМ, ОМ' и 8 М  соединены шарнирно так, 
как указано на рисунке 161.
Точки О и 8  неподвижны, 
причем 0 5  = 5М . Кроме того,
РМ ОМ ' — ромб. Когда точка 
М  вращается по окружности 
с центром 5  и радиусом 8М , 
точка М ' перемещается по 
прямой. Докажем это.

Установим, что произве
дение ОМ ■ ОМ' постоянно.
Проведем окружность Р  с рис.

13 Геометрия, 9 кл. 193



центром Р и радиусом РМ . Тогда произведение 
ОМ ■ ОМ' равно квадрату касательной, проведен
ной из точки О к Р, т. е. ОМ • О М '= ОР2 -  Р М 2. 
Величина г2 = ОР2- Р М 2 постоянна. Итак, точки 
М  и М ' соответствуют друг другу при инверсии 
с центром О и радиусом г. Поэтому, когда точ
ка М  двигается по дуге окружности с центром в 
точке 5  и проходящей через точку О, точка М' 
двигается по прямолинейному отрезку (по свой
ству 3 из теоремы об инверсии). ■

Вопросы
1. Какие свойства инверсии вы знаете?
2. Какими формулами задается преобразование инверсии?
3. В чем сходство между инверсией и отражением?
4. В некотором смысле можно считать, что отражение — пре

дельный случай инверсии. Поясните это.
5. Какие фигуры в результате инверсии остаются неподвижными?
6. В чем состоит метод инверсии?

Задачи к § 32

Рисуем

Нарисуйте образ круга в результате инверсии, рассматривая раз
личные его положения относительно круга, ограниченного ок
ружностью инверсии.

№Доказываем

Докажите теорему, обратную теореме Птолемея.
Положите на стол четыре любые монеты так, чтобы каж дая ка
салась двух. Докажите, что четыре точки касания лежат на од
ной окружности.
Пусть К  — радиус окружности, описанной около треугольника, г — 
радиус окружности, вписанной в треугольник, й — расстояние 
между центрами этих окружностей. Докажите, что й2 = Д2-2Дг.

Исследуем

Какая из двух соответствующих точек при данной инверсии бли
же к  окружности инверсии?
Пусть точка движется по лучу, выходящему из центра инверсий! 
удаляясь от него. Как движется соответствующая ей точка?
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Верно ли, что две данные точки и две точки, им соответствую
щие при данной инверсии, лежат на одной окружности?
В какие фигуры переходят при инверсии такие части круга, 
ограниченного окружностью инверсии: а) хорда, не являю щ аяся 
диаметром; б) диаметр; в) дуга; г) сектор; д) сегмент?
Пусть точка движется по часовой стрелке по окружности, не про
ходящей через центр инверсии. В каком направлении при этой 
инверсии движется соответствующая ей точка по соответствую
щей окружности?
Можете ли вы найти инверсию, которая данную окружность пе
реводит в: а) другую данную окружность; б) данную прямую?

3 Сохраняет ли инверсия касание: а) окружностей; б) прямой 
и окружности?

Строим

Постройте окружность: а) проходящую через данную точку и ка
сающуюся двух данных окружностей; б) касающуюся трех дан
ных окружностей.

Участвуем в олимпиаде

Даны остроугольный треугольник АВС и точка П внутри его, 
такая, что /_АБВ = ААСВ + 90° и АС ■ В В  =АВ ■ ВС. а) Вычислите 
значение ^ ^  . б) Докажите, что касательные, проведенные

А  С •

в точке С к окружностям, описанным около треугольников АСИ 
и ВСП, перпендикулярны.

Задачи к главе V
< • >  Смотрим

 ̂ Какую часть составляют неизвестные площади от площади дан
ного равностороннего треугольника на рисунке 162?

Рис. 162
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а) б) в) г)

Рис. 163

Рис. 164

Рис. 165

Рис. 166
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Какую  часть составляют неизвестные площади от площади дан
ного квадрата на рисунке 163?
Какую  часть составляют неизвестные площади от площади дан
ного круга на рисунке 164?
Какую  долю составляют площади каждой из частей исходной фи
гуры от площади всей исходной фигуры на рисунке 165? 
Рассчитайте размеры указанных на рисунке 166 фигур так, что
бы площадь закрашенной фигуры составляла половину площади 
исходного круга.
Какую часть составляет площадь закрашенного многоугольника от 
площади исходного квадрата на рисунке 167? Обобщите задачу. 
Какую часть составляет площадь закрашенного многоугольника 
от площади исходного равностороннего треугольника на рисун
ке 168?
В данном круге расположены равносторонний треугольник и ква
драт, как показано на рисунке 169. Какую часть от площади дан
ного круга составляют площади всех его частей на этом рисунке?

Находим величину

Расположите три одинаковые монеты так, чтобы каж дая каса
лась двух других, а) Какую часть составляет от площади одной 
из монет площадь фигуры, ограниченной ими? Обобщите эту за
дачу. б) Рассмотрим наименьший круг, содержащий данные мо
неты. Какую часть от его площади составляет площадь всех мо
нет? Обобщите эту задачу, в) Какую часть составляет площадь 
наибольшего круга, который умещается в фигуре, описанной в 
пункте «а», по отношению к площади монеты? Обобщите эту за
дачу.

№ Доказываем

Докажите, что группа симметрии фигуры сохраняется в резуль
тате любого движения или подобия.

Р и с .  1 6 9
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Окружность В, является образом окружности Р в результате ин
версии. Докажите, что эти окружности гомотетичны относитель
но центра инверсии. Верно ли обратное?

О Исследуем

Равны ли две фигуры с равными площадями и периметрами, ес
ли эти фигуры: а) прямоугольники; б) равнобедренные треуголь
ники; в) секторы?
Пусть в результате преобразования /  точка А перешла в точку А,, 
а точка В — в точку В 1. Пусть_при любом выборе точек А  и В 
выполняется равенство А ,В,= к А В . Каким является преобразова
ние /?
Каким преобразованием является композиция двух инверсий? 

^  Строим

Постройте равносторонний треугольник с вершинами: а) на сто
ронах данного равностороннего треугольника; б) на сторонах 
данного квадрата; в) в данной точке и на двух данных прямых;
г) на трех данных параллельных прямых; д) на трех данных 
концентрических окружностях.

Применяем геометрию

Два прямолинейных шоссе пересекаются за пределами карты. 
Вам нужно узнать: а) расстояние от данной точки до их пересе
чения; б) азимут на точку их пересечения. Как это сделать? 
Нарисуйте на бумаге четырехугольник, затем оторвите две его 
части с противоположными верш инами. А  теперь проведите 
часть диагонали, соединяющей эти вершины.
У вас имеются две прямоугольные карты одной местности. Мень
шую карту наложили на большую. Докажите, что при этом изо
бражения хотя бы одной точки на местности совпадают.

Участвуем в олимпиаде

Точки А и В движутся равномерно и с равными угловыми ско
ростями по окружностям с центрами О, и 0 2 соответственно (по 
часовой стрелке). Докаж ите, что вершина С правильного тре
угольника АВС такж е движется равномерно по некоторой окруж 
ности.

|  Точки А,, А2, А3, А4, А5 разбивают окружность радиуса 1 на 5 рав
ных дуг. Найдите длину вектора А,Аб Ч-АгАй +А$АЬ Ч-А4А5.

Я На сторонах треугольника АВС вне его построены правильные 
треугольники АВС,, ВСА,, САВ,. Докажите, что А А ^ В В ^ С С ^ б .
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Дополнение к главе V
Движения и подобия 
в пространстве

Расскажем обзорно о важнейших фактах тео
рии движений и подобий в пространстве. Подроб
но эти преобразования изучаются в 11 классе.

1. Определение и общие свойства 
движений в пространстве

Данное в п. 26.2 определение движения от
носится как  к фигурам на плоскости, так 
и к фигурам в пространстве. И все свойства дви
жений, доказанные в п. 26.3, а такж е их дока
зательства остаются справедливыми и для дви
жений в пространстве. Свойство 5 о том, что 
движение сохраняет величины углов, надо пони
мать более широко: сохраняются углы между 
прямыми и плоскостями, между плоскостями, 
между векторами. В частности, при движении 
сохраняются все отношения перпендикулярнос
ти и параллельности прямых и плоскостей.

Отметим, что при движении в пространстве 
плоскость переходит в плоскость, тетраэдр — 
в тетраэдр. Любой многогранник составлен из 
тетраэдров. Поэтому при движении многогран
ник переходит в многогранник. Объемы много
гранников при движении сохраняются.

2. Виды движений пространства
Все сказанное в п. 27.1 о переносе остается 

справедливым и для переносов в пространстве, 
в частности характерный признак переноса: дви
жение, сохраняющее направления, являет ся пе
реносом.

Пространственным аналогом отражения 
в прямой (осевой симметрии) является отраже
ние в плоскости (зеркальная симметрия). Опре
деляется оно так:

Симметрией относительно плоскости а  (от
ражением в плоскости а, зеркальной симметри
ей относительно плоскости а) называется преоб-
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разование фигуры, которое каждой ее точке X  
сопоставляет точку X ', симметричную ей отно
сительно плоскости а . Если точка X  лежит 
в плоскости а , то Х ' = Х; если же точка X  не ле
жит в плоскости ос, то отрезок X X '  перпендику
лярен плоскости а  и пересекает ее в своей сере
дине (рис. 170).

Характерное свойство зеркальной симметрии 
аналогично характерному свойству осевой сим
метрии на плоскости: движение пространства  
являет ся зеркальной симметрией тогда и толь
ко тогда, когда его множество неподвиж ных 
точек являет ся плоскостью.

Если некоторое движение пространства име
ет неподвижные точки, то это множество либо 
состоит из одной точки (например, центральная 
симметрия), либо является прямой, либо плос
костью (зеркальная симметрия), либо состоит из 
всех точек пространства (тождественное преоб
разование). Движение пространства, множест
вом неподвижных точек которого является пря
мая а, называется поворотом вокруг прямой 
(вокруг оси) а.

При повороте вокруг прямой а в плоскостях, 
перпендикулярных прямой а, происходит пово
рот на один и тот же угол ф в одном и том же 
направлении вокруг точек, в которых эти плос
кости пересекают прямую а (рис. 171). Этот 
угол ф называют углом поворота.

Поворотом вокруг прямой а на 180° являет
ся осевая симметрия в пространстве относитель
но прямой а (рис. 172). Это утверждение анало
гично утверждению о том, что на плоскости по
ворот на 180° есть центральная симметрия.

Отметим, что центральная симметрия в про
странстве поворотом вокруг прямой не является: 
у центральной симметрии лишь одна неподвиж
ная точка — центр симметрии, а у поворота не
подвижные точки заполняют целую прямую — 
ось поворота.

Р и с .  1 7 1

Р и с .  1 7 2

3. Классификация движений  
пространства

Тремя попарными композициями из трех 
движений пространства (переноса, поворота и 
зеркальной симметрии) исчерпываются все дви-
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4. Симметрия пространственных фигур
Здесь мы ограничимся рисунками, иллюст

рирующими симметрию куба, правильного тет
раэдра и правильного октаэдра (рис. 177—179).

X '

Р и с .  1 7 5

жения пространства. А именно имеет место сле
дующий аналог теоремы Шаля:

Любое движение пространства является од
ним из трех следующих движений:

1) композицией поворота и переноса в на
правлении оси поворота (такое движение назы
вается винтовым (короче, винтом), рис. 173);

2) композицией поворота и симметрии отно
сительно плоскости, перпендикулярной оси по
ворота (такое движение называется зеркальным 
поворотом, рис. 174);

3) композицией симметрии относительно 
плоскости и переноса в некотором направлении, 
параллельном этой плоскости (такое движение 
называется скользящей симметрией, рис. 175).

Отметим, что частными случаями винтового 
движения является и перенос (при нулевом уг
ле поворота), и поворот (при нулевом векторе 
переноса).

Частными случаями зеркального поворота 
являются зеркальная симметрия (при нулевом 
угле поворота) и центральная симметрия (при 
повороте на 180°, рис. 176). Зеркальная симме
трия также частный случай скользящ ей симме
трии (при нулевом векторе переноса).

Р и с .  1 7 6
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Рис. 177

Рис. 178

Рис. 179  

202



*  Глава VI

Основания
^  планиметрии

§ 33. Аксиоматический метод 
и основания планиметрии 
Евклида
33.1. Аксиоматический метод

В начале курса геометрии говорилось, что 
в геометрии только самые начальные сведения 
берутся из практики и наблюдения, они нагляд
ны и очевидны. Все ее дальнейшие утверждения 
обосновываются путем логических рассуждений.
Это понял еще Фалес.

Так мы и поступали, когда доказывали тео
ремы, решали задачи. Однако в наших доказа
тельствах мы не только пользовались чисто ло
гическими рассуждениями, но и нередко опира
лись на очевидность. Например, мы назвали 
многоугольником часть плоскости, ограничен
ную простой замкнутой ломаной (п. 1.2). Но что 
значит «ограниченную»? Точного определения 
этого понятия дано не было — мы полагались 
на очевидность. Но как дать определение?

Обычное определение состоит в том, что од
но понятие разъясняется с помощью других, ко
торые считаются известными. Допустим, эти из
вестные понятия тоже можно определить через 
другие. Но так продолжать без конца невозмож
но. Мы придем к понятиям, которые через дру
гие определить уже нельзя; их можно только 
пояснить, показать на примерах. Сами же эти 
понятия будут служить для определения других 
понятий. Они в этом смысле будут исходными, 
основными.
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И так, нужно выявить основные понятия 
изучаемой нами геометрии, а остальные опреде
лить через них.

Однако этого еще недостаточно. Доказывая 
какое-нибудь утверждение, теорему, мы опира
емся на некоторые предпосылки, на то, что счи
тается уже известным. Но и эти предпосылки 
нужно обосновывать и т. д. Так продолжать до 
бесконечности невозможно, и мы придем 
к предпосылкам, которые должны быть приня
ты за исходные. Эти исходные положения — ак
сиомы принимаются без доказательства и со
ставляют основу для доказательства теорем. 
При этом список аксиом должен быть таков, 
чтобы, опираясь на них, можно было получить 
необходимые выводы.

Так, мы предполагали, что данным отрезком 
е, принятым за масштаб, можно измерить лю
бой другой отрезок (с заранее указанной точно
стью), откладывая на нем отрезки, равные е,
или их доли: - |,  ^ ... . Однако можно допу
стить, что существует столь большой отрезок, 
что, сколько раз ни откладывать на нем отрез
ки, равные е, все будет оставаться остаток, 
больший е. Ясно, что такого быть не может. 
Но для логических выводов надо либо доказать, 
либо принять за аксиому, что такое невозмож
но. Еще в древности греки поняли это и выска
зали такую аксиому (она называется аксиомой 
Архимеда): для любых двух отрезков а и Ь най
дется такое натуральное число п, что па>Ь.

Мы часто пользовались тем, что прямая, 
проходящая через точку внутри круга, пересе
кает его окружность в двух точках. Это очевид
но (рис. 180). Однако почему нельзя было бы 
предположить, что как раз там, где окружность 
должна пересечь прямую, на прямой нет ника
кой точки — там как бы «дыра» и окружность 
переходит с одной стороны от прямой на дру
гую, не пересекая прямой? Это невозможно, го
ворим мы, потому что прямая сплошная, непре
рывная, в ней нет «дыр». Но это наше представ
ление нужно явно и точно выразить, значит, 
нужна особая аксиома. Такая аксиома есть, 
и она называется аксиомой непрерывности.

Итак, задача состоит в том, чтобы выделить 
основные понятия, сформулировать как аксио- Рис. 180
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мы все положения, которые принимаются без 
доказательств, и тем дать основу для строго ло
гического построения планиметрии — для опре
деления других ее понятий и доказательства те
орем. В этом смысле и говорят, что список ос
новных понятий и формулировки аксиом со
ставляют основания планиметрии.

После того как выделены основные понятия 
и сформулированы аксиомы теории (в нашем 
случае планиметрии), все ее дальнейшие ут
верждения выводятся чисто логическим путем. 
Такой способ построения научной теории назы
вают аксиоматическим методом. Впервые он по
явился в геометрии в Древней Греции, а в на
стоящее время применяется во всех теоретичес
ких науках, прежде всего в математике.

Замечание. Принимать за основные можно 
разные понятия, так же как принимать за ак 
сиомы можно разные утверждения планимет
рии. Получаются разные ее основания. Но все 
они дают одни и те же результаты. Примеры та
ких различных построений планиметрии вы по
лучите, если сравните, например, разные 
школьные учебники геометрии.

33.2. Основные понятия и определения
Основные понятия, которые выделяют при 

строгом построении геометрии, делятся на два 
вида: одни обозначают объекты, которыми зани
мается геометрия, другие обозначают отноше
ния между ними. Так, точка и отрезок — это 
объекты, а то, что точка принадлежит отрез
ку ,— отношение между ними.

За основные объекты мы принимаем следую
щие: 1) точки; 2) отрезки; 3) фигуры. При этом 
точки и отрезки считаются частными видами 
фигур.

За основные отношения между этими объек
тами принимаются: 1) точка принадлежит фи
гуре, в частности отрезку; 2) точка является 
концом отрезка; 3) два отрезка равны.

Отношение равенства отрезков служит основ
ным понятием, оно не определяется. Наглядно 
оно поясняется наложением одного отрезка на 
другой, но это не определение. Если бы мы ска
зали, что отрезки называются равными, если
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один можно наложить на другой, то надо было 
бы определить, что значит наложить, либо при
нять наложение за основное понятие.

Дадим теперь несколько определений, выра
ж ая их через основные понятия. Вернитесь так
же к ранее данным определениям других поня
тий и проанализируйте их (например, понятие 
пересечения фигур и т. п.).

1. Фигура называется объединением некото
рых данных фигур, если ей принадлежат все 
точки этих фигур, и никакие другие (рис. 181).

2. Прямой АВ  называется фигура, являю щ а
яся объединением всевозможных отрезков, со
держащих точки А  и В  (рис. 182, а).

3. Лучом А В  называется фигура, являю щ ая
ся объединением всевозможных отрезков с кон
цом А, содержащих точку В  (рис. 182, б).

4. Полуплоскостью, ограниченной прямой а, 
называется фигура, обладающая следующими 
свойствами: 1) она содержит прямую а, но не 
совпадает с ней; 2) если точки А , В принад
лежат полуплоскости, но не прямой а, то отре
зок АВ  не имеет общих точек с а (рис. 183, а);
3) если же точка А  принадлежит полуплоскос
ти, а точка В  нет, то отрезок АВ  имеет с пря
мой а общую точку (рис. 183, б).

(Фигура Р содержит фигуру С, если каж дая 
точка фигуры С является точкой фигуры Р; обо
значение Р^>С или Сс^Р.)

Определения имеют смысл не сами по себе, 
а лишь в связи с утверждениями, устанавлива
ющими, что объект, которому дано определение, 
существует. И это должно либо утверждаться в 
аксиомах, либо быть доказано из аксиом. Поэто
му прежде всего аксиомы должны говорить о су
ществовании самих основных объектов и отно
шений между ними.

а)
М  К А  В Ь N

б)
А В С Я

Р и с .  1 8 2

а)

б)

33.3. Аксиоматика евклидовой 
планиметрии

Аксиоматикой называют перечень основных 
понятий и аксиом. Обычно говорят не перечень, 
а система аксиом, так как  аксиомы связаны 
друг с другом и образуют в этом смысле извест
ную систему.
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Аксиомы планиметрии делятся на несколько 
групп. Сформулируем их. Римской цифрой обо
значается номер группы аксиом, а арабской — 
номер аксиомы в этой группе (если их больше 
одной).

I. Аксиомы связи отрезков и точек.
1.1. Существуют по крайней мере две точки.
1.2. Д ля  каждых двух точек сущ ествует, 

и притом единственный, отрезок, концами ко
торого являю т ся данные точки.

1.3. У каждого отрезка есть два и только 
два конца, а также существуют другие при
надлежащие ему точки.

О точках отрезка, отличных от его концов, 
говорят, что они лежат внутри этого отрезка 
или что они лежат между его концами.

1.4. Точка С, лежащая внут ри отрезка АВ, 
разбивает его на два отрезка АС и СВ, т. е. АВ  
есть объединение отрезков АС и СВ, которые 
имеют лиш ь одну общую точку С.

В этом случае говорят, что отрезок АВ со
ставлен из отрезков АС и СВ.

1.5. Каждый отрезок можно продолжить за 
каждый из его концов, т. е. для каждого отрез
ка АВ существует содержащий его отрезок АС 
с концом С, отличным от В.

1.6. Объединение двух отрезков, имеющих 
две общие точки, являет ся отрезком; его кон
цами служат два из концов эт их отрезков.

II. Аксиомы равенства отрезков.
II. 1. Д ва отрезка, равные одному и тому же 

отрезку, равны.
11.2. Н а каждом луче I от его начала О 

можно отложить отрезок, равный данному от
резку АВ, и притом только один, т. е. сущест
вует единст венная точка С€1, т акая, что 
ОС =АВ.

11.3. Если точка С лежит внут ри отрезка 
АВ, а точка С! лежит внут ри отрезка А гВ { и

—I
о

-4-
-^п-1 Ад С 

В ~

АА±— АхА2—... — Ап_ уА„~ ТЯ 
п Р ( } > А В

Рис. 184
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I 1--------- 1--------- ----------1— •— I— - Ч --------- 1--------- 1
А х А2 А3 А п + 1 Вп + 1 В3 В2 В х

С * А лВп 

Р и с .  1 8 5

выполняются равенства А С = А ХСХ и СВ = СХВ Х, 
то А В = А ХВ Х.

II.4. Д л я  каждых двух отрезков АВ и РС? су
ществует отрезок АС, содержащий АВ  и со
ст авленный из конечного числа отрезков, рав
ны х РС? (аксиома Архимеда, рис. 184).

III. Аксиома непрерывности.
Если дана бесконечная последовательность 

отрезков А ХВ Х, А 2В 2, А 3В 3, ... и отрезок А ХВ Х со
держит отрезок А 2В 2, отрезок А 2В 2 содержит 
отрезок А 3В 3 и вообще отрезок А пВ п содержит 
отрезок А п+хВ п+х, то существует точка, при
надлежащая всем этим отрезкам  (рис. 185).

Аксиомы первых трех групп можно назвать 
линейными, так как в них не присутствует 
представление о плоскости: они могли бы отно
ситься к точкам и отрезкам, лежащим на одной 
прямой. Все эти аксиомы, за исключением ак 
сиомы непрерывности, выведены непосредствен
но из практики, а в практике выраженные в 
них свойства подразумеваются сами собой.

Линейные аксиомы позволяют обосновать из
мерение длины отрезков и доказать следующую 
важную теорему:

Теорема о длине отрезка.
При произвольно выбранном отрезке е каж

дому отрезку а однозначно сопоставляется по
ложительное число (которое называется длиной 
отрезка в масштабе е) так, что выполняются 
три условия: 1) длины равных отрезков равны;
2) при сложении отрезков длины их складыва
ются; 3) 1(е) = 1.

Эта непростая теорема доказывается в инсти
тутах, а в школьных курсах геометрии сущест
вование длины отрезка обычно аксиоматизиру
ется.

Аксиом о фигурах, не леж ащ их на одной 
прямой, всего четыре. Мы разобьем их на две 
группы.
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IV. Аксиомы плоскости.
IV. 1 (аксиома разбиения плоскост и). Каж

дая прямая разбивает плоскость на две полу
плоскости, т. е. в объединении эти полуплоско
сти дают всю плоскость, а их пересечением я в 
ляет ся данная прямая (рис. 186).

В двух следующих аксиомах речь идет об уг
лах, меньших развернутого. Такой угол опреде
лим как пару лучей, имеющих общее начало и 
не лежащ их на одной прямой. Определение ра
венства углов соответствует общему определе
нию равенства фигур, данному в п. 26.4. Точки 
X  и X '  лучей Л и Л' с началами в точках А и А ' 
считаем соответственными, если А 'Х '—А Х . Углы 
А и А ' со сторонами к, к и к', к ' назовем равны
ми, если любые отрезки, соединяющие соответ
ственные точки сторон этих углов, равны, т. е. 
из равенств А 'Х '= А Х , Х е к ,  Х 'е к '  и А 'У '=АУ, 
У е к , У 'ек ' следует равенство Х 'У '= Х У .

IV.2 (аксиома от кладывания угла). От каж
дого данного луча в данную сторону можно от
ложить угол, равный данному углу, и притом  
только один (рис. 187). («В данную сторону» 
значит в заданную полуплоскость, на границе 
которой лежит данный луч.)

IV .3 (аксиома равенст ва углов). Если на 
сторонах углов  А и А ' найдутся такие соот
ветственные точки В, С и В', С', что В'С'=ВС, 
то углы  А  и А ' равны  (т. е. если А В = А 'В ', 
А С —А'С ', ВС = В'С', то для любых точек Р, <3, 
Р', С?', таких, что А Р = А 'Р ' и А<д=А'<3', выпол
няется равенство Р(2 = Р'<3'; рис. 188).

V. Аксиома параллельности Евклида.
Через точку, не лежащую на данной прямой,

проходит единственная прямая, не пересекаю
щая данную прямую  (рис. 189).

Р и с .  1 8 6

Р и с .  1 8 7

Рис. 188 Рис. 189
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33.4. Об уровне строгости 
школьного курса геометрии

После того как  система аксиом планиметрии 
предъявлена, следовало бы убедиться, что она 
действительно дает основу для логического по
строения планиметрии. Для этого прежде всего 
надо доказать, опираясь на аксиомы, те теоре
мы, которые перечислены во введении. Ведь 
именно исходя из таких теорем, мы развивали 
планиметрию в этом учебнике. Самыми важ ны
ми из этих теорем являются признаки равенст
ва треугольников. Аксиомы IV.2 и IV .3 мы 
выбрали так, что доказательства признаков ра
венства треугольников станут совсем простыми.
При этом равенство треугольников можно опре
делить по-разному: например, назвать равными 
можно такие треугольники, у которых соответ
ственно равны как стороны, так и углы. Тогда 
в первом признаке равенства треугольников 
АВС  и А 'В 'С ' из равенств А В '= А В , А'С'=АС  и 
А А '= А А  все три равенства В'С'=ВС, А В '= А В  и 
А С '= А С  следуют прямо из аксиомы IV .3, а так
же из определения равенства углов. Также из 
аксиомы IV.3 следует равенство углов в третьем 
признаке равенства треугольников. Немногим 
сложнее доказательство второго признака равен
ства треугольников. Проведем его.

Д а н о :  А  АВС  и А А Ъ 'С ', А 'В '= А В , А А '= АЛ,
А В '= А В .

Д о к а з а т ь :  А А Ъ 'С '— ААВС , т. е. В'С'=ВС,
А'С'= АС, АС '= АС .

Доказательство. Отложим на луче А'С' отре
зок А'С"=АС  (аксиома I I .2). Проведем отрезок 
В С "  (аксиома 1.2). Тогда А А 'В 'С "= А А В С  (по 
первому признаку равенства). Следовательно, 
А А 'В 'С "= А А В С . А так как  АА'В 'С '=  ААВС, то 
АА'В 'С ''=  А А 'В 'С '. По аксиоме IV .2 лучи В'С" и 
В'С' совпадают. Поэтому точки С' и С" совпада
ют. Следовательно, А'С'=АС. А  тогда А А 'В 'С '=
— А А В С  (по первому признаку). ■

Повторяя доказательства теорем, следующих 
за признаками равенства треугольников, старай
тесь делать необходимые ссылки на аксиомы 
или на уже доказанные теоремы.
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Но не везде в школьном курсе удается вы
держать такой уровень логической строгости, 
особенно в тех случаях, где требуется примене
ние аксиомы непрерывности. Правда, таких 
мест в курсе геометрии немного.

Без подробного обоснования остался вопрос о 
существовании и единственности площади мно
гоугольных фигур и теорема о площади прямо
угольника (доказательства этих теорем еще 
сложнее доказательства уже упоминавшейся в 
п. 33.3 теоремы о длине отрезка). А вот еще на
глядно очевидная теорема: простая зам кнут ая  
ломаная Ь разбивает плоскость на две час
ти — ограниченный многоугольник Р и неогра
ниченную фигуру С, дополняющую Р до всей пло
скости (рис. 190, а). Но ее доказательство столь 
трудно, что его не приводят даже в весьма по
дробных курсах геометрии. Этот пример пока
зывает, сколь сложен бывает переход от геоме
трической наглядности к чисто логической стро
гости. (Отметим, что для выпуклой ломаной Ь 
доказательство этой теоремы существенно упро
щается: выпуклый многоугольник Р получается 
пересечением конечного числа полуплоскостей 
(рис. 190, б).) Р и с .  1 9 0

§ 34. История развития 
геометрии

Геометрия развивалась многие тысячелетия.
Здесь мы расскажем об основных периодах ее 
истории.

34.1. Эпоха практической 
геометрии

Первоначальные геометрические понятия за
родились у людей в глубочайшей древности и 
постепенно расширялись и уточнялись с разви
тием практической деятельности, когда люди 
оценивали расстояния, делали прямые копья и 
стрелы, сравнивали их по длине и т. д. Но са
ма геометрия зародилась тогда, когда с развити
ем земледелия были выработаны и осознаны 
первые правила измерения земельных участков
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для посева, правила нахождения объема сосу
дов, строительства зданий и др. Эти простые 
правила сравнения фигур, нахождения геомет
рических величин, простейших геометрических 
построений и составили начала геометрии как 
пока еще чисто прикладной науки, как собра
ние правил решения практических задач.

Такие зачатки геометрии складывались в 
древних земледельческих обществах (в Египте, 
Вавилоне, дельте Инда, Китае). И раньше всего, 
по-видимому, в Древнем Египте. Самое древнее 
дошедшее до нас в отрывках собрание правил 
решения геометрических задач из Египта отно
сится к XVII в. до н. э., и оно, конечно, не бы
ло первым. Так что возраст геометрии надо оце
нивать не менее чем в 4—5 тысяч лет. Но тог
да она не была еще математической наукой. 
Египтяне знали многие факты геометрии, на
пример теорему Пифагора, приближенное выра
жение объема шара через его радиус и др., 
именно как  опытные факты, а не логически до
казанные теоремы. Математика, как мы ее те
перь понимаем, сложилась много позже.

34.2. Формирование  
теоретической геометрии

П рактические правила, подсказанные опы
том, постепенно приводились в систему, и одни 
правила стали выводиться из других. Возникло 
доказательство, правила стали превращаться в 
теоремы, в предложения, которые доказывают
ся рассуждением без ссылок на опыт; появились 
такж е задачи, имеющие лишь теоретический 
интерес; оформились представления об идеаль
ных геометрических фигурах — о точках без 
всяких измерений, о прямой без ширины и тол
щины и т. п. Геометрия постепенно, таким об
разом, становилась теоретической наукой, как 
мы ее теперь понимаем. Одновременно стала 
складываться теоретическая арифметика — на
чала теории чисел, так что в целом возникла 
чистая математика. Как происходил этот про
цесс, точно неизвестно, но, во всяком случае, 
известно, что геометрия оформилась как наука 
в Древней Греции в VII—V вв. до н. э. В этом 
сыграли существенную роль греческие мыслите
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ли, известные вам по названиям теорем,— Ф а 
л е с  (ок. 625 — ок. 547 г. до н. э.) и П и ф а г о р  
(VII в. до н. э.).

В конце V в. до н. э. греческий геометр Г и п 
п о к р а т  Х и о с с к и й  (т. е. из Хиосса) создал 
сводное сочинение по геометрии — «Начала», 
до нас, однако, не дошедшее. Он, как и другие 
греческие геометры того времени, занимался 
тонкими теоретическими вопросами геометрии.

Таким образом, в то время геометрия, несом
ненно, уже сложилась как наука с ее системой 
выводов и с чисто теоретическими задачами.

Этот процесс формирования геометрии от 
правил измерения земельных участков до логи
ческой системы теорем кратко охарактеризован 
в следующих замечательных словах греческого 
ученого Е в д е м а  Р о д о с с к о г о  (IV в. до н. э.):

«Геометрия была открыта египтянами и воз
никла при измерении земли. Это измерение бы
ло им необходимо вследствие разливов реки Ни
ла, постоянно смывающей границы. Нет ничего 
удивительного в том, что эта наука, как и дру
гие, возникла из потребностей человека. Всякое 
возникающее знание из несовершенного состоя
ния переходит в совершенное. Зарождаясь пу
тем чувственного восприятия, оно постепенно 
становится предметом рассмотрения и, наконец, 
делается достоянием разума».

34.3. Расцвет геометрии  
в Греции

Одним из важнейш их событий того време
ни — в V в. до н. э .— было открытие несоизме
римых отрезков. Диагональ квадрата несоизме
рима с его стороной: у них нет общей меры, т. е. 
такого отрезка, как бы мал он ни был, который 
укладывался бы и в диагонали, и в стороне по 
целому числу раз. Говоря нашим современным 
языком, если сторона квадрата равна а, то диа
гональ^ по теореме Пифагора равна \/2 а. А так 
как у2 — число иррациональное, то нет таких 
целых чисел т и п ,  чтобы а = тЬ и \2  а — пЬ.

Раньше думали, что отношение любых вели
чин можно выразить рациональным числом, 
т. е. как отношение целых чисел, и вот выясни
лось, что это неверно. Выяснилось тем самым,



что рациональных чисел недостаточно для выра
жения отношения любых величин. Но обобще
ния понятия числа иррациональных чисел гре
ки, однако, не смогли сделать. Поэтому то, что 
мы теперь выражаем средствами алгебры, они 
выражали геометрически: сначала была геомет
рия — алгебра появилась потом. Например, 
квадратное уравнение х 2 + ах = Ь выражалось 
примерно так: найти такой отрезок х , что ква
драт, на нем построенный, вместе с прямоуголь
ником, построенным на этом отрезке и данном 
отрезке, дают площадь, равную данной.

Вместо действительных чисел вообще рас
сматривались отношения величин. Теорию этих 
отношений построил в IV в. до н. э. Е в д о к с ,  
один из величайших древнегреческих ученых. И 
в настоящее время его теория является образ
цом строго логического построения. Евдокс со
здал такж е первую модель движения небесных 
тел (с Землей в центре), можно сказать, первую 
математическую теорию естествознания; и она 
послужила прообразом более поздней системы 
Птолемея.

Основные достижения геометрии были систе
матизированы и изложены в логической после
довательности Е в к л и д о м  в его обширном тру
де, известном под названием «Начала». Евклид 
жил в Александрии в III в. до н. э., уже в дру
гую эпоху греческой истории, последовавшую за 
походами Александра М акедонского,— эпоху 
эллинизма. Рассказывают, что, когда правив
ший в Александрии царь сказал Евклиду, что
бы тот специально для него изложил геомет
рию, Евклид ответил: «В геометрии нет царско
го пути». Истина, наука для всех одна.

«Начала» Евклида содержат только основы 
геометрии того времени, но, например, извест
ные тогда результаты о конических сечениях в 
них не излагаются. Кроме того, «Начала» содер
жат элементы теории чисел и геометрически из
ложенной алгебры, так что в целом они пред
ставляют изложение основ математики того вре
мени. Открываются «Начала» определениями 
основных понятий и формулировками основных 
положений геометрии — «постулатов» и «акси
ом», затем идут в широкой последовательности 
«предложения» — теоремы и решения задач на 
построение; каждый новый раздел «Начал» на-
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чинается с нужных определений. Причины раз
деления основных положений на «постулаты» и 
«аксиомы» в настоящее время не совсем понят
ны, и им не придают значения: теперь основные 
положения всякой теории называются вообще 
аксиомами.

Эта структура «Начал» послужила образцом 
научного изложения на две тысячи лет, и ему, на
пример, следовал Ньютон в своих «Математичес
ких началах натуральной философии». Учебники 
же школьной геометрии до самого последнего вре
мени повсеместно представляли собой, по сущест
ву, популярные изложения «Начал» Евклида.

Со времени Евклида все учили геометрию по 
его «Началам», а предшествовавшие им сочине
ния (например, упомянутые выше «Начала» 
Гиппократа Хиосского) были забыты.

После Евклида греческие ученые развивали 
способы нахождения площадей и объемов (А р
х и м е д  — ок. 287— ок. 212 г. до н. э.), глубо
ко изучали конические сечения ( А п о л л о 
н и й  — ок. 260 — ок. 170 г. до н. э.), положили 
начало тригонометрии ( Г и п п а р х  — ок. 180 — 
ок. 125 г. до н. э.), тригонометрии на сфере 
( М е н е л а й  — I—II вв.) и др.

34.4. Классические задачи 
древности

Большое значение для дальнейшего развития 
математики имели не только результаты, полу
ченные геометрами Древней Греции, но и по
ставленные ими проблемы. Конечно, самой зна
менитой из них является проблема V постулата 
о независимости аксиомы параллельности Евк
лида от остальных аксиом евклидовой геомет
рии. Об этой проблеме мы еще подробно будем 
рассказывать. Здесь же речь идет о трех знаме
нитых задачах на построение.

Первая из этих задач — з а д а ч а  об у д в о 
е н и и  к у б а ,  т. е. о построении циркулем и ли 
нейкой отрезка, который был бы ребром куба, 
имеющего объем, вдвое больший объема данно
го куба.

Вторая задача — з а д а ч а  о т р и с е к ц и и  
у г л а ,  т. е. о разбиении циркулем и линейкой 
данного угла на три равных угла.



Третья задача — з а д а ч а  о к в а д р а т у р е  
к р у г а .

Лишь в XIX в., переведя эти задачи на язы к 
уравнений, математики доказали неразре
шимость этих задач. В математике это были 
первые результаты о неразрешимости задач, ког
да средства решения указаны. Первые две из 
этих задач приводят к уравнениям третьей сте
пени, а решения задач, строящихся циркулем и 
линейкой, должны выражаться через квадрат
ные радикалы. Задача же о квадратуре круга во
обще не сводится к алгебраическому уравнению.

О возможности построить правильный много
угольник с заданным числом сторон мы уже го
ворили в п. 15.4.

34.5. От греков к Декарту
Дальнейшее развитие геометрии, однако, за

тормозилось и почти остановилось, так как тре
бовало новых идей и методов. Необходимо было 
развитие понятия числа, развитие алгебры. Оно 
и началось в Греции в работах Д и о ф а н т а  (ок.
III в.) и далее в Индии, откуда мир получил, не 
считая других, три великих достижения: пози
ционную десятичную систему счисления, поня
тие об отрицательных числах, понятие об ирра
циональных числах с зачатками алгебры. Д аль
ше развитие алгебры шло особенно быстро в 
Средней Азии. Собственно, ее основателем мож
но считать М у х а м м е д а  а л ь - Х о р е з м и  (из 
Хорезма, 787 — ок. 850 г.). От названия его со
чинения произошло само слово «алгебра» (пере
деланное арабское слово «аль-джебр» — назва
ние алгебраической операции перенесения чле
нов уравнения из одной части в другую), а от 
его прозвища (фамилии) аль-Хорезми образова
лось слово «алгоритм» или «алгорифм».

Позже персидский и таджикский поэт и уче
ный О м а р  Х а й я м  (ок. 1048 — ок. 1123 г.) 
дал общее определение числа как отношения 
любых величин вообще. Это же определение бы
ло дано Ньютоном во «Всеобщей арифметике» 
спустя 600 лет после Хайяма.

Западная Европа стала превосходить в разви
тии математики Среднюю Азию и арабские 
страны только в XVI в., когда были найдены ре Омар Хайям
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шения уравнений 3-й и 4-й степеней. В геомет
рии же принципиально новые шаги были сдела
ны в XVII в., прежде всего в связи с развитием 
алгебры, а потом с созданием математического 
анализа.

Знаменитый французский философ и матема
тик Р е н е  Д е к а р т  (1596—1650) в известном 
смысле завершил развитие элементарной алгеб
ры, введя в нее обозначения, принятые и поны
не (аль-Хорезми, например, выраж ал словами 
то, что теперь пишут формулами). В 1637 г. Де
карт опубликовал основное свое сочинение «Гео
метрия», в котором ввел координаты на плос
кости, и, связав таким путем геометрию с алге
брой, включил в предмет геометрии любые 
кривые, представимые алгебраическими уравне
ниями.

Рене Декарт

34.6. Анализ и геометрия
Развитие науки в Европе, начавшееся с сере

дины XVI в. системой Коперника, пошло в XVII в. 
дотоле невиданными темпами. Совершенно 
преобразуется одна из старейших наук — астро
номия, создается механика как наука о движе
нии (у греков была лишь статика), в физике за
кладывается учение об электричестве и магне
тизме и физическая оптика, возникает физиоло
гия, начинает складываться как наука химия 
и т. д.

Получает совершенно новое развитие также 
и математика: неограниченно расш иряется ее 
предмет и методы. Возникла новая область ма
тематики, получившая название «математичес
кий анализ», «анализ бесконечно малых» или 
коротко «анализ». Создание его основ в XVII в. 
явилось общим делом многих математиков и 
было завершено решающим вкладом И с а а к а  
Н ь ю т о н а  (1643—1727) и Г о т ф р и д а  Л е й б 
н и ц а  (1646—1716).

Анализ не только занял в математике цент
ральное положение, но и проник в ее более ста
рые области — в геометрию, в теорию чисел, в 
алгебру, так что математика стала в подавляю
щей части анализом и его применениями. Глав
ное же состояло в том, что с момента своего воз
никновения и тем более в последующем разви Исаак Ньютон



тии он дал могущественные средства формули
ровки законов и решения задач точного естест
вознания и техники.

Если с небольшим преувеличением можно 
сказать, что у греков математика была геомет
рией, то такж е можно сказать, что после Нью
тона математика стала анализом.

В геометрии главным стало обеспеченное ме
тодом координат приложение алгебры и анали
за. Приложение алгебры в геометрии дало ана
литическую геометрию. Она была систематичес
ки изложена, включая метод координат в про
странстве, к середине XVIII в. Л е о н а р д о м  
Э й л е р о м  (1707—1783). Векторы были введены 
позже — к середине XIX в .— ирландским мате
матиком У и л ь я м о м  Г а м и л ь т о н о м  (1805— 
1865).

Начала анализа вы будете изучать в следую
щих классах, а потому ни о нем, ни о его при
ложениях в геометрии мы говорить больше не 
будем.

Однако, несмотря на чрезвычайное влияние 
анализа, в геометрии, так же как и в алгебре, 
оставались области и проблемы, ему неподвла
стные. Именно одна из этих проблем привела в 
XIX в. к созданию новой, неевклидовой геомет
рии. Главную роль в создании новой геометрии 
сыграл Н и к о л а й  И в а н о в и ч  Л о б а ч е в с к и й  
(1792—1856).

Готфрид Лейбниц

Уильям Гамильтон

34.7. Геометрия Лобачевского
Среди аксиом Евклида была аксиома о па

раллельных. От других аксиом она отличалась 
своей сложностью: в принятой теперь формули
ровке она говорит о всей бесконечной прямой, 
не пересекающей данную, а в формулировке са
мого Евклида была гораздо сложнее остальных. 
Поэтому возникли попытки вывести ее из ос
тальных предпосылок геометрии. Этим занима
лись на протяжении 2000 лет многие математи
ки, но все напрасно. Некоторым казалось, что 
они достигли цели, но потом выяснилось, что 
они лиш ь заменяли аксиому Евклида другой 
равносильной аксиомой.

Пытались доказать аксиому параллельных 
методом от противного: прийти к противоречию,

Николай Иванович 
Лобачевский
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предполагая противоположное ей утверждение. 
Но противоречие не получалось.

Наконец, в начале XIX в. одновременно у не
скольких математиков возникла мысль, что 
противоречия и не может получиться, что мыс
лима геометрия, в которой выполняется аксио
ма: на плоскости через точку, не лежащую на 
данной прямой, проходят по крайней мере две 
прямые, не пересекающие данную.

Первым выступил с этой идеей Н. И. Лоба
чевский. В 1826 г. он сделал об этом доклад 
в Казанском университете (где он учился и ра
ботал всю жизнь). В 1829—1830 гг. вышла его 
первая обширная работа, посвященная новой гео
метрии. В 1832 г. была опубликована работа 
венгерского математика Я н о ш а  Б о й я и  
(1802—1860) с теми же, в общем, результатами. 
Гаусс, придя одновременно к тем же выводам, 
не решился их опубликовать, опасаясь, как он 
сам объяснил, быть непонятым и подвергнуться 
нападкам. Опасения были справедливыми. Ло
бачевский и Бойяи остались непонятыми почти 
всеми математиками того времени. Лобачевский 
подвергался насмешкам, а некоторые считали 
его чуть ли не сумасшедшим. Однако он имел 
силу убеждения и мужество развивать новую гео
метрию и публиковать все более развернутые ее 
изложения. В последние годы жизни, уже ос
лепший, он продиктовал еще одну книгу о но
вой геометрии. Когда же после его смерти она 
была наконец понята, ее во всем мире стали на
зывать геометрией Лобачевского, а самого Лоба
чевского даже сравнивали с Коперником, 
и справедливо, потому что Лобачевский произ
вел в геометрии величайший переворот. До не
го веками без тени сомнения было принято все
ми, что есть и мыслима только одна геомет
рия — та, основы которой изложены у Евклида. 
А Лобачевский опрокинул это всеобщее убежде
ние: наряду с евклидовой геометрией он постро
ил другую — неевклидову.

Я нош  Бойяи

34.8. Другие геометрии
Итак, до середины позапрошлого века была 

одна геометрия — евклидова геометрия, та, ос
новы которой изложены в «Началах» Евклида.
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Элементы этой геометрии мы изучаем в нашем 
курсе. Но произошел кардинальный переворот: 
рядом с евклидовой геометрией возникла еще 
другая — геометрия Лобачевского. Затем воз
никли и другие геометрии (отделилась от евкли
довой геометрии проективная геометрия, сложи
лась многомерная евклидова геометрия, а даль
ше возникла общая теория пространств с произ
вольным законом измерения длин — риманова 
геометрия и др.). Из науки о фигурах в одном 
трехмерном евклидовом пространстве геометрия 
за какие-нибудь 40—50 лет превратилась в со
вокупность разнообразных теорий, лишь в чем- 
то сходных со своей прародительницей — геоме
трией Евклида.

Об этих и других разделах современной гео
метрии мы еще расскажем в конце курса геоме
трии в старших классах.

34.9. «Основания геометрии»  
Д. Гильберта

Исследования в XIX в. по неевклидовой гео
метрии поставили вопрос и о строгом логичес
ком обосновании самой евклидовой геометрии.
К середине XIX в. основания евклидовой геоме
трии оставались, собственно, на том же уровне, 
на каком они были в «Началах» Евклида. Для 
Лобачевского, скажем, не вставал вопрос о том, 
чтобы указать аксиомы порядка, определяющие 
расположение точек на прямой: порядок этот 
считался геометрически очевидным.

Общая тенденция к повышению математиче
ской строгости во второй половине XIX в. выра
зилась в геометрии в стремлении пополнить ак 
сиомы евклидовой геометрии, чтобы по возмож
ности полностью указать все, что на самом деле 
используется в доказательствах. (Одновременно 
с работами по основаниям геометрии в это же 
время ведутся работы по основам анализа, пост
роению аксиоматической теории натуральных и 
действительных чисел и другие исследования по 
основаниям математики.)

В конце XIX в. почти одновременно появи
лись несколько работ разных математиков, в ко
торых были предложены различные аксиомати
ки евклидовой геометрии. Наибольшую извест-
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ность из них получила книга немецкого матема
тика Д а в и д а  Г и л ь б е р т а  (1862—1943) «Ос
нования геометрии», вышедшая в 1899 г.

Основная заслуга Гильберта, благодаря кото
рой его труд стал классическим, заключается в 
том, что ему удалось построить аксиоматику гео
метрии, расчлененную настолько естественным 
образом, что логическая структура геометрии 
становится совершенно прозрачной: первые три 
группы аксиом управляют каж дая своим основ
ным отношением — принадлежности, порядка, 
конгруэнтности (равенства). Это расчленение ак 
сиоматики позволяет, во-первых, формулиро
вать аксиомы наиболее простым и кратким 
образом и, во-вторых, исследовать, как далеко 
можно развить геометрию, если класть в основу 
не всю аксиоматику, а те или иные группы ак 
сиом.

Важно, что работа Гильберта представила ак 
сиоматику геометрии в форме, подчеркнуто от
страненной от наглядных представлений. Так, 
точки и прямые — это просто некоторые мысли
мые «вещи». Их связь выражается аксиомой: 
«Каждые две точки определяют прямую». Сло
вом, у Гильберта под «точками», «прямыми» и 
под отношениями «принадлежит», «между», 
«конгруэнтно» понимаются какие-то «вещи» и 
отношения между ними, о которых известно 
только то, что они удовлетворяют аксиомам.

Вслед за «Основаниями геометрии» Гильбер
та появились работы с другими вариантами ак 
сиоматики евклидовой геометрии: аксиоматика, 
основанная на понятии движения (наложения), 
предложенная в 1904 г. Ф р и д р и х о м  Ш у р о м  
(1856—1932), аксиоматика, предложенная тогда 
же В е н и а м и н о м  Ф е д о р о в и ч е м  К а г а н о м  
(1869—1953), основанная на понятии о числен
ном расстоянии, векторная аксиоматика Г е р 
м а н а  В е й л я  (1885—1955) и другие аксио
матики.

Вопрос о выработке аксиоматики — возмож
но, более простой и легче ведущий к основным 
результатам элементарной геометрии — остает
ся актуальным не только как классический во
прос математики, но и в связи с задачами пре
подавания. И в различных школьных учебниках 
геометрии вы найдете ее построения, опираю
щиеся на разные аксиоматики.

Д а в и д  Г и л ь б е р т
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§ 35. Планиметрия 
Лобачевского

35.1. Непротиворечивость 
аксиоматики  
и независимость аксиом

Когда какая-либо математическая теория оп
ределяется системой аксиом, то возникает воп
рос: возможна ли такая теория, нет ли в приня
тых аксиомах противоречия?

В отношении элементарной геометрии вопрос 
не вставал, потому что начиная с древнейших 
времен в геометрии ш ла речь об изучении 
свойств окружающего нас пространства. Это 
пространство и было предметом геометрии. Но 
когда Лобачевский заменил аксиому параллель
ных на противоположную, вопрос возник со 
всей остротой: возможна ли, в самом деле, не
евклидова геометрия, а нет ли в ней противо
речия?

Смысл геометрии Лобачевского оставался 
неясным, потому что не было объекта, хотя бы 
абстрактного, к которому она относилась бы 
(такой объект был найден позже). Основы гео
метрии Лобачевского тем самым носили отвле
ченный характер, сам он ее назвал «вообража
емой».

Для того чтобы отвлеченная аксиоматика по
лучила более определенный смысл, нужно най
ти объект — модель, где бы она выполнялась, 
где бы она относилась не к «объектам произ
вольной природы», а к определенным объектам 
и отношениям — «определенной природе».

Модель, или, как еще говорят, интерпрета
ция аксиоматики, представляет собой, коротко 
говоря, совокупность некоторых конкретных 
объектов с отношениями, для которых выполня
ются аксиомы.

Для отвлеченной аксиоматики неизвестно, 
могут ли выводы из нее привести к противоре
чию, т. е. к двум таким выводам, в одном из ко
торых что-то утверждается, а в другом оно же 
отрицается. Такая аксиоматика, заключающая 
в себе противоречие, заведомо не может реали-
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зоваться и не имеет никакого смысла. Если же 
такие противоречия не могут получиться, акси
оматика называется непротиворечивой.

Итак, первое, обязательное условие для лю
бой системы аксиом — это ее непротиворечи
вость. Вопрос о непротиворечивости аксиомати
ки решается предъявлением ее модели. Так мы 
построим модель планиметрии Лобачевского на 
евклидовой плоскости. Если бы в геометрии Ло
бачевского оказалось противоречие, то это про
тиворечие в построенной модели привело бы к 
противоречию в евклидовой геометрии. Тем са
мым будет доказано, что геометрия Лобачевско
го непротиворечива, если непротиворечива гео
метрия Евклида. Непротиворечивость же евкли
довой геометрии устанавливается построением 
ее арифметической модели в рамках теории дей
ствительных чисел.

Второй вопрос касается независимости акси
ом. Аксиома в данной системе называется неза
висимой, если ее нельзя вывести из других ак 
сиом системы. Если такой вывод возможен, то 
аксиома лиш няя, ее можно удалить. Поэтому 
естественно желание освободиться от таких 
лишних аксиом и тем обеспечить независимость 
оставшихся аксиом. Мы уже много говорили о 
дливш ихся более 2000 лет попытках вывести 
аксиому о параллельных из других предпосылок 
евклидовой геометрии. Наконец, в XIX в. была 
установлена независимость этой аксиомы. Вслед 
за этим было установлено общее понятие неза
висимости аксиом и общий принцип доказатель
ства независимости.

Доказательство независимости данной аксио
мы А  в системе аксиом 5  достигается указани
ем модели, в которой выполняются все аксиомы 
системы 5 , кроме аксиомы А, а аксиома А  заме
няется ее отрицанием, т. е. не выполняется.

Таким образом, построив на евклидовой пло
скости модель планиметрии Лобачевского, мы 
одновременно решим две задачи: докажем не
противоречивость геометрии Лобачевского и до
кажем независимость аксиомы параллельности 
Евклида от остальных аксиом евклидовой гео
метрии.

Непротиворечивость аксиоматики обязатель
на. Независимость аксиом необязательна, но 
желательна, чтобы среди них не было лишних.
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35.2. Модель Пуанкаре 
плоскости Лобачевского. 
Выбор основных понятий

Аксиоматика планиметрии Лобачевского от
личается от аксиоматики планиметрии Евклида 
лишь одной аксиомой: аксиома параллельности 
Евклида заменяется ее отрицанием — аксиомой 
параллельности Лобачевского, Ул . Н айдут ся  
такая прямая а и т акая не лежащая на ней 
точка А , что через А  проходят по крайней ме
ре две прямые, не пересекающие а.

Как уже говорилось в п. 35.1, непротиворе
чивость системы аксиом доказывается предъяв
лением модели, в которой реализуются данные 
аксиомы. Модель планиметрии Лобачевского на 
евклидовой плоскости, которую мы предъявим, 
была построена французским математиком А н 
р и  П у а н к а р е  (1854—1912) в 1882 г.

Построение модели Пуанкаре начнем с того, 
что придадим конкретный смысл основным объ
ектам и основным отношениям планиметрии 
Лобачевского.

Фиксируем на евклидовой плоскости Е гори
зонтальную прямую х  (рис. 191, а). Назовем ее 
абсолютом. Точками плоскости Лобачевского 
будем считать точки плоскости Е, лежащ ие вы
ше абсолюта х. И так, в модели Пуанкаре плос
кость Лобачевского — это открытая полуплос
кость Л (полуплоскость без граничной прямой), 
лежащ ая выше абсолюта.

Отрезками плоскости Л считаются дуги ок
ружностей с центрами на абсолюте х  или отрез
ки прямых, перпендикулярных абсолюту 
(рис. 191, б). Отрезки плоскости Л мы будем на
зывать неевклидовыми отрезками. Ясно, что

А н р и  П у а н к а р е

Рис. 191
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концы неевклидовых отрезков — это концы со
ответствующих им дуг и отрезков евклидовой 
плоскости Е. Фигура на плоскости Лобачевско
го — это фигура откры той полуплоскости Л.
Принадлежность точки фигуре понимается так 
же, как на евклидовой плоскости Е.

Чтобы ввести понятие равенства неевклидо
вых отрезков в модели Пуанкаре, определим 
сначала неевклидовы движ ения в этой модели.

Неевклидовым движением назовем преобра
зование Л, которое является композицией ко
нечного числа инверсий с центрами на абсолю
те и осевых симметрий плоскости Е, оси кото
рых перпендикулярны абсолюту. Инверсии с 
центром на абсолюте и осевые симметрии плос
кости Е, оси которых перпендикулярны абсолю
ту, назовем неевклидовыми осевыми симмет
риями.

Два неевклидовых отрезка называются рав
ными, если один из них неевклидовым движ е
нием можно перевести в другой.

Мы дали реализацию всех основных понятий 
аксиоматики планиметрии Лобачевского через 
понятия евклидовой геометрии. Перейдем к 
проверке аксиом и реализации других понятий, 
например понятий прямой, угла и т. д. Мы не 
сможем провести все доказательства в полном 
объеме, но будут выполнены все необходимые 
геометрические построения.

35.3. Проверка аксиом связи, 
непрерывности и параллельности

Мы не будем повторять формулировки акси
ом, данные в п. 34.3, а будем указывать лишь 
номер аксиомы. Сразу же отметим, что из груп
пы I очевидна справедливость аксиом 1.1, 1.3,
1.4, 1.5. Проверим справедливость 1.2 и 1.6.

А к с и о м а  1.2. В ней два утверждения: суще
ствование отрезка с данными концами А, В и 
его единственность. Возможны два случая рас
положения в Л двух точек А  и В.

а) П рямая (евклидова) АВ  не перпендику
лярна абсолюту (рис. 192, а). Тогда серединный 
перпендикуляр р отрезка А В  пересекает абсолют 
в некоторой точке О. Так как ОА = ОВ, то дуга 
окружности 5  с центром О и радиусом ОА, ле-
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Рис. 192

жащ ая выше абсолюта, является неевклидовым 
отрезком АВ  с концами в точках А  и В. Этот не
евклидов отрезок единственный, так как на аб
солюте есть лишь одна точка, равноудаленная 
от точек А  и В ,— это точка О.

б) Прямая (евклидова) АВ  перпендикулярна 
абсолюту (рис. 192, б). Тогда ее отрезок АВ  и 
будет неевклидовым отрезком с концами А а В. 
Снова такой отрезок единственный, так как в 
этом случае на абсолюте нет точек, равноуда
ленных от А  и В (поскольку р || х). ■

А к с и о м а  1.6. Если два неевклидовых отрез
ка имеют две общие точки, то либо они лежат 
на одной евклидовой окружности (рис. 193, а), 
либо они лежат на одной евклидовой прямой, 
перпендикулярной абсолюту (рис. 193, б).

Действительно, допустив противное, мы по
лучили бы, что две окружности (или прямая 
и окружность) на евклидовой плоскости пересе
каются в четырех точках (двух выше абсолюта 
и двух, симметричных им, ниже абсолюта; 
рис. 193, в), что невозможно. А две дуги одной 
окружности, имеющие общие точки, снова бу
дут дугой этой окружности, т. е. неевклидовым 
отрезком. Аналогичное верно и для отрезков, 
лежащ их на одной прямой, перпендикулярной 
абсолюту. ■

Проверив аксиомы группы I, мы можем те
перь утверждать, что неевклидова прям ая АВ  
(объединение всех неевклидовых отрезков, со-

а)

б)

в)

Р и с .  1 9 3

а) б) В

Г г
А

Рис. 194
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Р и с .  1 9 5

держащих точки А  и В) — это полуокружность 
с концами на абсолюте (рис. 194, а) или луч с 
началом на абсолюте и перпендикулярный абсо
люту (рис. 194, б).

Какие возможны реализации в модели П уан
каре для неевклидовых лучей и неевклидовых 
углов, указано на рисунке 195. Дайте самостоя
тельно словесные формулировки соответствую
щих утверждений.

А к с и о м а  н е п р е р ы в н о с т и  III для неевк
лидовых отрезков сводится к случаю евкли
довых отрезков проектированием на абсолют 
(рис. 196).

Утверждение же а к с и о м ы  п а р а л л е л ь 
н о с т и  Л о б а ч е в с к о г о  выполняется не только 
для некоторой прямой а и некоторой точки А, 
не лежащей на а, но и для любой неевклидовой 
прямой а и любой не лежащей на ней точки А  
(рис. 197). Дайте этому подробные объяснения 
сами.

Эти свойства играют важную роль при про
верке аксиом групп II и IV.

1 ]
Г

1—.
ч п г

А

А~2 А3 А п 1и У к*
Р и с .  1 9 6

35.4. Свойства 
неевклидовых движений

I

А

О х
Рис. 197
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Множество Н  всех неевклидовых движений 
является группой преобразований плоскости 
Лобачевского Л.

Это свойство вытекает непосредственно из 
определения неевклидова движения.

Свойство 2.
При неевклидовых движениях образами не

евклидовых отрезков, прямых, лучей и углов 
являются соответственно неевклидовы отрезки, 
прямые, лучи и углы.

Это свойство вытекает из свойств инверсии 
(п. 32.4) и свойств евклидовых осевых симмет
рий.

Отметим, что неевклидовы углы, преобразую
щиеся друг в друга неевклидовым движением, 
равны в смысле определения равенства углов  
в п. 33.3. Отметим такж е, что их величины  (в 
евклидовом смысле) равны , так как и инверсии, 
и евклидовы осевые симметрии сохраняют 
углы.

Свойство 3.
Если неевклидово движение переводит неев

клидов луч в себя, то либо это тождественное 
преобразование, либо это неевклидова осевая 
симметрия относительно неевклидовой прямой, 
содержащей данный луч. В обоих случаях все 
точки этой прямой для данного преобразования 
неподвижны.

Это свойство мы не доказываем.

35.5. Построение серединного 
перпендикуляра и биссектрисы 
угла в модели Пуанкаре

Неевклидовы осевые симметрии, которые ис
пользуются при проверке аксиом, выполняются 
относительно серединного перпендикуляра неев
клидова отрезка и биссектрисы неевклидова уг
ла. Поэтому покажем, как они строятся.

Свойство 1.
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Задача 1. Пусть дан неевклидов отрезок АВ. 
Построить его серединный перпендикуляр.

Решение. Возможны два случая.
а) Евклидова прямая АВ  параллельна абсо

люту х  (рис. 198, а). Тогда евклидов середин
ный перпендикуляр евклидова отрезка АВ  явля
ется серединным перпендикуляром и неевклидо
ва отрезка АВ.

б) Евклидова прямая АВ  пересекает абсолют 
в точке О (рис. 198, б). Найдем отрезок К, 
такой, что ОА-ОВ—К2. Построим евклидову ок
ружность 5  с центром О и радиусом К. Как не
евклидова прямая, она и будет серединным пер
пендикуляром неевклидова отрезка АВ.

Действительно, пусть С — точка пересечения 5 
и неевклидова отрезка АВ, а /  — инверсия отно
сительно 5. Так как ?(А) = В, /(В )= А  и /(С ) = С, 
то С — середина неевклидова отрезка А В . Кро
ме того, смежные неевклидовы углы в точке С 
равны, так как переводятся друг в друга инвер
сией /. Поэтому они прямые. ■

Задача 2. Построить биссектрису неевкли
дова угла.

Решение. Пусть дан неевклидов угол аЬ с 
вершиной О. Проведем евклидовы касательные 
лучи р и у в точке О к сторонам угла аЬ (рис. 
199, а) и биссектрису г евклидова угла рд. Если
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ки О неевклидов луч с, касающийся луча г (рис.
199, б). Он и будет биссектрисой угла аЬ. (Где 
лежит центр окружности, соответствующей лу
чу с?) ■

35.6. О проверке аксиом 
равенства отрезков 
и аксиом плоскости

Если аксиомы групп I, III и Ул допускают в 
рамках школьного курса детальную проверку, 
то проверить некоторые аксиомы групп II и IV 
в этом курсе столь же точно нельзя. Поэтому 
для некоторых из аксиом мы укажем лиш ь 
план соответствующего доказательства.

Прежде всего отметим, что в модели П уанка
ре выполняется аксиома IV. 1, не связанная с 
понятием равенства отрезков. Неевклидовы по
луплоскости изображены на рисунке 200, а. Не
евклидов отрезок, соединяющий две внутренние 
точки неевклидовой полуплоскости, не пересе
кает ее границы. Действительно, предположив 
противное, мы снова пришли бы к тому, что ев
клидовы окружности пересеклись бы в четырех 
точках (рис. 200, б), что невозможно.

А к с и о м а  I I .1. Вытекает из свойства 1 неев
клидовых движений.

Проверим справедливость аксиомы II. 2. 
Пусть даны неевклидов отрезок АВ  и неевкли
дов луч а с началом О (рис. 201). Неевклидовой 
осевой симметрией /  относительно серединного 
перпендикуляра неевклидова отрезка АО  переве
дем точку А  в точку О, а точку В в точку 
С = /(В ). Пусть Ь — неевклидов луч, идущий из
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точки О через точку С, а с — биссектриса угла 
аЬ. Тогда неевклидова симметрия § относитель
но луча с переводит точку С в точку 2) = /ДС)€а. 
Неевклидово движение ср = |Г° 1 переводит неевк
лидов отрезок АВ  в неевклидов отрезок 02), ле
жащ ий на луче а и равный неевклидову отрез
ку А В , т. е. 0О = А В . (Будем символом = обозна
чать равенство фигур на плоскости Лобачевско
го Л .) И так, установлена возможность «отло
жить» на луче а отрезок О Б = А В . Докажем 
единственность такого отрезка ОН, т. е. единст
венность точки 2).

Допустим, что на луче а нашлась еще такая 
точка 2)х, что 02)Х=АВ. Тогда найдется такое не
евклидово движение к, что к (0 )= А  и к(В^) = В. 
Преобразование ф  о к переводит луч а в тот же 
луч. При этом ф  о Л(П!) =  ф  (В) =  2). По свойству 3 
из п. 35.4 все точки луча а неподвижны при 
преобразовании ф  ° к, в том числе и точка 1>г. 
Поэтому ф  о Л(2)1) = 2)1, т . е. В 1 = Б . л

Проверка аксиом II .3 и IV.2 проводится ана
логичными рассуждениями. Проведите их само
стоятельно. Справедливость аксиомы II .4 (Архи
меда) в модели Пуанкаре здесь мы проверить не 
сможем.

Чтобы проверить аксиому IV .3 (она анало
гична третьему признаку равенства треугольни
ков), следует предварительно доказать (в моде
ли Пуанкаре) два утверждения: 1) биссектриса 
угла при вершине равнобедренного треугольни
ка являет ся его медианой и высотой; 2) через 
каждую точку прямой можно провести лишь 
одну прямую, перпендикулярную данной. Первое 
из них доказывается применением симметрии 
относительно биссектрисы, а второе следует из 
свойства 3 п. 35.4 и аксиомы IV.2.
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Пусть теперь заданы два неевклидовых угла аЬ 
и аЪ' с вершинами О и О' и на сторонах этих 
углов нашлись такие точки Аба ,  ВбЬ,  А 'б а ' и 
В'еЬ', что ОА'=ОА, О В'= О В, А 'В '= АВ . Тогда 
согласно аксиомам II .2 и IV.2 найдется такое 
неевклидово движение /, что / ( 0 )  = 0 ', /(А )= А ' 
и точка В "= /(В ) лежит по ту же сторону от не
евклидовой прямой О А ', что и В '.  Покажем, 
что В "=В '. Допустим, что В '^ В " .  Тогда в рав
нобедренных треугольниках О 'В'В"  и А 'В 'В "  ме
дианы О'С и А'С перпендикулярны прямой 
В 'В " , что невозможно. И так, В ''—В', т. е.
Аа'Ъ '— АаЬ. Я

Тем самым мы в основном завершили пост
роение модели Пуанкаре планиметрии Лобачев
ского и, таким образом, доказали непротиворе
чивость геометрии Лобачевского. Этим же мы 
доказали независимость аксиомы параллельнос
ти от остальных аксиом групп I—IV.

35.7. Взаимное расположение прямых 
на плоскости Лобачевского

Используя модель П уанкаре, дадим обзор 
важнейш их свойств плоскости Лобачевского.
Начнем с классификации расположения прямых 
на Л'.

На плоскости Лобачевского Л' через каждую 
точку А, не лежащую на прямой а, проходит 
бесконечное множество прямых, не пересекаю
щих прямую а (рис. 202, а). Все эти прямые за
полнят два вертикальных угла, ограниченных 
прямыми р  и 7 . Граничные прямые р  и д, не пе
ресекающие прямую а, называются на плоско
сти Лобачевского параллельными прямой а и 
проходящими через точку А. Каждому направ-

а
Рис. 202 Р(}  — *  С, когда А Р  —  ° о
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лению на прямой а соответствует своя парал
лельная прямая, проходящая через А.

Характерное свойство параллельных прямых 
на плоскости Лобачевского: параллельные пря
мые на плоскости Лобачевского неограниченно 
сближаются в направлении параллельност и и 
неограниченно расходятся в противоположном 
направлении  (рис. 202, б).

Те прямые на плоскости Лобачевского, кото
рые и не пересекаются, и не параллельны, назы
ваются расходящимися. Характерное свойство 
расходящихся прямых — наличие у них единст
венного общего перпендикуляра  (рис. 203, а). 
Расходящиеся прямые неограниченно расходят
ся в обоих направлениях (рис. 203, б).

В модели П уанкаре параллельные прямые 
изображаются полуокружностями и лучами, ка
сающимися на абсолюте (рис. 204, а). Изобра
жения же расходящихся прямых не имеют об
щих точек ни в Л, ни на абсолюте (рис. 204, б).

35.8. Углы и площади 
на плоскости Лобачевского

На плоскости Лобачевского углы и длины 
связаны не такими зависимостями, как на пло
скости Евклида. Одно из характерных свойств
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плоскости Л выражает функция Лобачевского 
П (х). Она определяется так.

Из некоторой точки О прямой а проведем 
луч р ± а  (рис. 205). Возьмем любую точку Х&р 
и обозначим х  длину отрезка ОХ. Поставим в 
соответствие х  величину П(;е) острого угла меж
ду отрезком О Х  и прямой, параллельной пря
мой а и проходящей через точку X .

Когда х  возрастает от нуля  до бесконечнос
ти, функция  П (х) непрерывно убывает от 90° 
до 0°.

Существование таких зависимостей между 
длинами отрезков и углами означает, что на 
плоскости Лобачевского нет подобных фигур. 
Например, на плоскости Лобачевского справед
лив такой признак равенства треугольников: ес
ли углы одного треугольника соответственно 
равны углам другого треугольника, то такие 
треугольники равны.

Сумма углов треугольника на плоскости Ло
бачевского меньше 180°. Разность между 180° и 
суммой углов треугольника называется избыт
ком треугольника. Оказывается, что на плоско
сти Лобачевского площадь треугольника про
порциональна его избытку. Следовательно, на 
плоскости Лобачевского площади треугольни
ков ограничены некоторой постоянной.

Величины углов на плоскости Лобачевского 
в модели Пуанкаре равны величинам соответст
вующих углов на евклидовой плоскости. Поэто
му все перечисленные в этом пункте свойства 
углов плоскости Л вы можете увидеть на моде
ли Пуанкаре.



Ответы

Глава IV

§ 19
1 9 .19 . а) 1 ;  б) 1 ;  в) у;3.
19 .20 . а) 2; б) 2; в) 0.
1 9 .2 1 . а) 0; б) VI—1; в) VI; г) 2.
19 .2 2 . а) 1 ;  б) 1 ;  в) VI; г) VI; Д) 1 .

19 .30 . V13  +6 VI 100 км.
в) у = У ^ -(; |.1 9 .3 1 . а) и1 = о2; б)

§ 20

20 .8 .  а) Р Х  =  ^ Р 0 ) -  б) О Х  =  ± Х Р ;  в) Р Я = - З О Х .

20 .9 .  А В  =  \ а - \ ь ,  ВС =  { а  +  } & ,  с Ъ = \ ъ ~ \ а ,  Б л = - \ а - \ ь .

§ 21
21.6. б) а , я - р ,  к - а , ос.
21 .7 .  В одном из случаев <Р1 +  <р2-

21.9. а) 0°; б) 0° < ^  ? ,е 2 < 120°; в) 60°; г) 0°< ^  ё^ е2 < 60°.
21.10. |а |  = |Ь |= \ 5 ,  |а  +Ь  | = |а -& ]= \/1 0 , а  +Ь ±  а - Ь .

21.11. а) соз а=  б) соз а  = -  .
21.12. 150°.
21.14. а) (1, 0); б) ( - 3 ,  -1 ) ;  в) ( - 4 ,  -3 ) ;  г) ( - 6 ,  -4 ) .
21.16. а) -4 ,  -4 .

\з  уз _
21.18. а) -0 ,5 ;  б) Ц --, в) -  Ц - -  г) -0 ,2 5 ; д) 0,75; е) 0.

21.19. а) ~  ; б) - 1 ,1 ,  -  ±уЗ; в) -соз 2<р, соз <р, -  соз ср, 2 соз2 (р;
- 1  _  А  15 9

> 2 ’ 8 ’ 4 ’ 2 •

21.21. а) VI; б) 3 \2 ;  в) 0 ,5 у 1 -У 2 ; г) - \^ 2 -0 ,5 \ /3 ;  д) 0,25(УЗ + 12 VI); 
е) -У 3 -0 ,2 5 у '2 .

21.22. а) 1; б) 1; в) - 1 ;  г) - 1 ;  д) 2; е) -0 ,5 .

§ 22

22.7. а) (1, УЗ), (1, _УЗ), ( - 2 ,  0); б) (1, VI), (1, -V I) , ( - 2 ,  0); в) (2, 0), 
( - 1 ,  -У З), ( - 1 ,  УЗ); г) ( -V I ,  1), (у1, 1), (0, -2 ) ;  д) ( 3 \^ ,  0), 
( - 1 ,5  V I, - 1 ,5  VI), ( - 1 ,5  V I, 1,5 VI); е) (3, 3), ( 0 , - 3 ) ,  ( - 3 ,0 ) .



22.18. а) (0 ,5 \/2 , 0 ,5 У 2 ) , ( - 0 ,5 \ /2 ,  0 , Ь \ [ 2 \ , Ь )  ( 0 ,5 \ '2 ,  - 0 .5 У 2 ) ,  (0 ,5 \ /2 , 0 ,5\/2).

22 .19 . а) 2 \ 5 ;  б) 3 \1 0 ;  в) г) )/ТГ; д)

22 .2 0 .  д) ( - 2 ,  3), \ 1 3 ;  е) (0 ,5 ,  - 1 , 5 ) ,  \ 2 Л
22 .2 3 .  в) ( ± 0 ,5 \ / 2 ,  + 0 ,5 \ /2 ) .
22 .2 4 .  а = - 5 + 0 , 7 5 с ;  5 = - а + 0 , 2 5 с ;  с =  4 а + 4 5 .
22 .30 .  а) 0 , 5 5 - а ;  б) 0 ,5 а - Ь ;  в) 0 ,5 а ;  г) 0 , 5 5 - а .
22 .32 .  в) ( - 2 р ,  - 2 ^ ) .

2 2 .33 .  в) \ 3 1 2 + 262.
22 .34 .  ( - 1 ,  1).
2 2 .3 5 .  а) (2, 0); б) ( И ,  - 9 ) ;  в) (3, - 1 ) ;  г) ( - 5 ,  7).
22 .36 .  б) Один из ответов (соз 2ср, з т  2ф).
22 .37 .  а) У13, у26; б) прямоугольный.
22 .38 .  а) \ 1 7 ;  б) \/5; в) 4 \/2 ;  г) \ / 5 ;  е) 10.

§ 23
23 .3 .  б) - 3 \ / 2 .
23 .4 .  а), г), д) 1; б), е) - 1 ;  в), ж ) ,  и) 0; з) 1 ,25  з т  2ф, где ф =  0 ,5 .
2 3 .5 .  а), в), г) 2; б) - 2 ;  д), ж )  0; е) - 1 , 5 .
2 3 .6 .  а) I ;  б) в) 0; г) 0.

2 3 .7 .  а) - 1 ;  б), в) 0; г) 1.

2 3 .9 .  а) 8; б) - 1 2 ;  в) - | ;  г) 17; д) 26; е) 10; ж )  - 8 .

2 3 .10 .  а) 27; б) 14; в) - 1 9 ;  г) 23.

2 3 .1 1 .  ^ = .
\Ю

о о ю  „ч 17у'30±\/10 3 \ 3 0 ± \ 1 0 . яч 4 3 . 9 8
М . и .  а) — , 20 ’ 5 ’ 5 ’ В} 5 ’ 5 ‘

23 .14 .  а) - 0 , 5 ;  б) ; в) 1 -У З ;  г) 4 +  2 ^ .

2 3 .1 5 .  В одном из случаев х = 0 .
—* ~п2  ► —*2  „

23 .16 .  б) А О  =  _ 2 АВ + _ ^ В  _ 2 АС .
А С  + А В  А С  + А В

§ 24
24 .3 .  а) 2а2; 1 ,2 5 а 2; а2; б) а2.
2 4 .7 .  3 : 2 .
24 .8 .  а) 1 : 1 ;  б) 2 : 3 .
24 .9 .  1 : 1 : 1 .
24 .10 .  +

24 .11 .  а) ОР = | ( О А 1 + ЗОА2).

24 .1 3 .  л (й 2 +  Д 2).
2 4 .47 .  соз А  + соз В +  соз С <  1,5.
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2 4 .5 2 .  К Ь = - Р — А С + - 1 — В О .
Р  +  Я Р + Я

24 .5 9 .  а )  А В  = 6 ;  в) А Х  =  Х А В ;  е) А В  * Х В С ;  ж )  0 0  = 0 , 5 ( 0 4  + 0 В ) .

2 4 .6 0 .  а) А В  = 0 ;  б) А В - С Б - 0; в) В А - В С  < 0  для тупого угла; 
г) \ Х А - Х В \ = \ Х А \ - \ Х В \ .

§ 25

25 .3 .  а) у  =  \ ' 3 х -  1, у =  - \ 1Зх +  1, у  =  0; б) у  =  ± х ±  1; в) у  =  х  +  3,

У =  - х + 1 ,  у  =  х +  1, у = - х - 1; г) у  =  ± ^ - х ± ^ - ;  д) у  =  ± 6 х + 1 2 ,

(/ =  3, 1/ =  0; е) р =  ± \-Зл;+1, У  =  ~ \ -

2 5 .11 .  г) ( - 1  0), д) ( - 1  0 ,5 \ /2 .

2 5 .14 .  а) б) \ 275; в) г) ^ .

2 5 .15 .  а) 4Л2; б) гСЗг’- а 2).
2 5 .16 .  62) .

2 5 .17 .  а) ( 1 ; - Г ); б) ( 1 ± Ш ;  2 ^ / Ц )  и ( 8 ^ И .  2 ± М 1 ) .

2 5 .18 .  От 2 г2 до 4Г2.
2 5 .19 .  в) От 0 до В 2 .

2 5 .20 .  4.
2 5 .22 .  д) (л +  5)2 +  ( у - 4)2 = 16; е) (а: +  2)2 +  ( г / - 2 ) 2 =  4; ж )  ( х - 2 ) 2 +  у 2 =  2 .

2 5 .23 .  б) ( х  +  2)2 +  ( ( / ± \ 9 1 ) 2= 100; в) ( х +  1 ,25)2 +  ( ( / - 0 , 2 5 ) 2 =  ̂ ;

г) ( х -  1)2 +  ((/ + 2)2=  1, (л -  5)2 +  (у -  2)2 =  5; д) (л: -  5)2-Ь ( | / -  5)2 =  25,
( * -1 )2 + (г/-1)2=1.

2 5 .24 .  а1) ^ + 1 = - ^ ^ ,  а2) у +  1 = - 2 ( х - 2 ) ,  аЗ) у — 1.

2 5 .25 .  з) у  =  ^ | * ( р ( x  +  2 ) - 3 .

2 5 .26 .  г) У~У1 =  * ~ * 1  .
^ 2 - У 1  *2  _ *1 г

2 5 .2 7 .  а) у =  - 1; б) л =  3; в) I/ =  л: — 4; г) (/ =  - ^ - ( х - 3 ) ~  1; д) у =  * - 4 ;
е) у  =  - х  +  2 .

2 5 .29 .  а) у =  х + 1; б) у =  х - 1; в) у  =  х - \ 2 .

2 5 .3 0 .  г) у  =  З х - 7 .

25 .31 .  в) (л :-  З)2 + ((/ +  2)2 = 36.
2 5 .32 .  По эллипсу.
2 5 .3 3 .  По гиперболе.
2 5 .42 .  а) р =  0,25д:2 +  1; б) у  —  0,25л:2- 1; в) х =  0 , 2 5 у 2 + 1;

г) л —  0,25(/2- 1.
25 .43 .  а) Луч х  =  у ;  б) луч л =  2у ;  в) луч х = \ 3 у ;  г) луч у = \ Ъ х ;

д) точка (1; 1).
2 5 .44 .  а) х 2 +  ( у -  1)2= 1; б) ( * -  1)2 +  г/2 =  1; в) х 2 +  у 2 =  2 .

25 .45 .  а), б) По окружности.
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25 .46 .  По дуге эллипса.
25 .47 .  а) По отрезку; б) по дуге гиперболы.

Задачи к главе IV
IV .3. а) - 1 , 5 .  _
IV .6. а1) Зх + 4(/ +  2 =  0, а2) х + 7 * / - 5  =  0, аЗ) 4 х - З р  +  5 =  0; 61) 5, 62) Ш . ,

63) 1 5 .

IV.7. а) ( л : -0 ,5 )2 + ( у ± \ ' ,2 )2 =  2,25; б) (лг-5)2 +  ( у - 5 ) 2 = 25, ( х -  1)2 +  ( у -  1)2= 1;
г) ( х - 1 ) 2 + (« /-1 )2= 1 .

IV .12. а) Ветка гиперболы; б) ветки гиперболы; в) часть прямой или ги 
перболы.

IV .13. б), в), г) Окружность (при некоторых ограничениях).
IV. 14. а) Пара прямых.
IV. 16. а) Окружность; б), в) прямая.

Глава V

§ 27
27 .2 6 .  а) Периметры — 9 и 3, площади — 1 ,75  \'3 и 0 ,2 5  УЗ;

б) периметры — 10 и 2, площадь одной из фигур | ^ ) \ 3 .

27 .27 .  а) ( -3 ,5 ) ;  б) ( - 2 ,  - 2 ) ;  в) х ,  =  0, в2) у =  -  3, вЗ) уг =  х г +  1, в4) уг +
+ 2х! +  2 =  0, в5) ( х , +  2)2+(у, +  1)2 =  1._

2 7 .28 .  б) Периметр — 9, площадь — 1 ,75  \ 3 .
2 7 .29 .  Периметры — 16л и 8л, площадь пересечения — 1 2 л - 9 \ ' 3 .
„„ „„ „  2(62-  а2 + 2аЬ) а(262- а 2)
2 7 .3 0 .  П е р и м е т р --------------- -̂--------- , п л о щ а д ь ------------ -̂------ .

27 .31 .  Площади: в) 5 ( 2 - 1 ё 2 2 ° 3 0 ' ) ;  г) 2 - - ^ - ) ;  д) 8 \ 2 .

27 .32 .  Площади: а) 5 ( 5 - 2 УЗ); б) 0 , 5 5 ( 7 - 2 \ ' § ) .
27 .33 .  Площадь — 2 (2  +  \2 ) .

4 1п2(1)) 
и * © )  ’

27.35. а) Периметры — 4 и 2, площади — --03- ; б) периметры — 4 и 2,
ЗУЗ у !  8 8площади — .

2 7 .36 .  Периметры — 'Нр'’ площади — 8 УЗ ,̂  ^| ^ + 8 \ 3 .

2 7 .3 8 .  а) ( - 1 ,  1); б) ух = -  2; в) у1 = -0 ,5 х 1; г) (/, = х ,  + 1; д) ( Х ! - 1 ) 2 + 
+ (г/1- 1 ) 2= 1 .

О

27 .3 9 .  а) (созф +  з т ф ,  з т ф - с о з ф ) ;  б) у ,  =  - ( 1 ^ ф )х г +  соз .
27 .5 6 .  а), б) По отрезку прямой.
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§ 31
31.16. а) ^ ; б) аЪ/(а + Ь)\ в) а-(ь-+с) .

31.17. а) | ;  б) § ;  в) г) е) | ;  ж) | .

31.68. д) (если йг — большее основание).
31.89. 1,2 км.
31.90. 4 см2.
Задачи к главе V

V.!. а) Х . М ;  6) .)
г ) ^  5 (4 к -6 у '3 )

9 \ 3
У.2. а) X : 5 = (0,5л- 1); б) Х :5  = ( | ) -0,25; в), г)

у-3- б> 1 - к -»> I  - Н Ш

У.4. а) 4~ 2 уз ’ ^  при Условии> чт0 все окружности равны 2 у̂у=;

в) 7 & 7 Ш ) ; г) радиусы окРужностей ~  2 ^  и

4 У З - 3 - 2 \ / 6 ( 2 - У З )
3

У.6. 1:30.
У.7. 1 : 10 .
У.8. При условии, что данный треугольник равносторонний; площадь на

именьшего (по площади) из полученных треугольников —
0 , 5 ч « о о а 1 5 - ( Ч 5 - ^ ) !.
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